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0 Uberblick

Ziel dieser Diplomarbeit ist die Herleitung von zehn Formeln, welche angeben, wie viele
Moglichkeiten es gibt, eine natiirliche Zahl n als Summe von k& Quadraten ganzer Zahlen
zu schreiben, wobei fiir jede gerade Zahl k zwischen 2 und 20 eine Formel angegeben
wird:

Ag(n) ::#{(:cl,...,xk)GZk‘az%—l—...—i—x%:n},nEN,ke{2,47...,18,20}

Hierbei ist die Anzahlformel Ag(n) der Koeffizient vor ¢" in der ¢-Entwicklung von
1915:

k o0
9k = (Z q”2> _ Z qn§+n§+...+n§ _ ZAk(n)qn
neZ ni,ng,...,nxEL n=0

Rademacher [Rad| behandelte die Frage bis k = 12, Glaisher |Gla7| bis k = 18, die
Formeln fiir k£ = 20 sind neu.

In Kapitel 1 (Grundlagen) gehen wir auf die Theorie der ¥-Funktionen ein. Die Fra-
gestellung der ¥-Funktionen wird auf die f, zuriickgefiihrt.

Kapitel 2 (Linearkombinationen) ist ein sehr technisches Kapitel. Es werden die 92*-
Potenzen als Linearkombinationen der Ableitungen der f, dargestellt.

In Kapitel 3 werden nun die Lambert-Reihen (¢-Entwicklungen) dieser Ableitungen
berechnet.

In Kapitel 4 konnen hiermit die Formeln Ag(n) fiir zwei bis acht Quadrate berechnet
werden, dargestellt lediglich durch die Teiler von n.

Fiir zehn und mehr Quadrate ist dies nicht moglich, weil bei mehr als 8z Quadraten
(z € N) noch z Spitzenformen hinzukommen. Um diese auch noch berechnen zu koénnen,
werden in Kapitel 5 explizite Formeln fiir diese Restglieder hergeleitet. Einen Uberblick
iiber die Restterme und ihre Benennung findet sich auf der ndchsten Seite.

In Kap. 6 bis 10 werden nun die Anzahlformeln mit Hilfe der Vorergebnisse berechnet.

Die Ergebnisse — Formeln und Werte — finden sich auf Seite 89.

Kapitel 1, 3 und 4 orientieren sich am Buch von Hans Rademacher, [Rad]. Fiir Kapitel
2 konnte ich keine Literatur finden und musste die Ergebnisse selbst berechnen. Kapitel
5 basiert auf Publikationen von James Whitbread Lee Glaisher, siche |Gla8] und [Gla9].
In Kapitel 6 bis 9 werden die Methoden von J. W. L. Glaisher verwendet (vor allem
|Glad],|Glab],[Gla6]), aber in der heute iiblichen Notation. Kapitel 10 ist eine Erweiterung
auf zwanzig Quadrate, die ich selbst vorgenommen habe.

Glaisher fasste seine Ergebnisse zu diesem Thema in [Gla7| zusammen.



Nun ein Uberblick iiber die Restterme (welche sich nicht durch die Teiler von n aus-
driicken lassen):

e Zehn Quadrate: x4(n) wird mit Hilfe der Losungen von a? 4 b? = n berechnet, also
der Darstellungen von n als Summe von zwei Quadraten.

o Zwolf Quadrate: Q(n) wird mit Hilfe der Darstellungen von n als Summe von vier
Quadraten berechnet.

e 14 Quadrate: W (n) kann mit Hilfe der Darstellungen von n als Summe von sechs
Quadraten berechnet werden. Weil das aber zu lange zu berechnen braucht, wird
eine rekursive Formel angegeben.

e 16 Quadrate: ©(n) wird mit Hilfe der Darstellungen von n als Summe von vier
Quadraten berechnet.

e 18 Quadrate: xs(n) wird mit Hilfe der Darstellungen von n als Summe von zwei
Quadraten berechnet. G(n) kann mit Hilfe der Darstellungen von n als Summe
von sechs Quadraten berechnet werden. Weil das aber, wie bei W (n), zu lange zu
berechnen braucht, wird eine rekursive Formel angegeben.

e 20 Quadrate: x§(n) und L(n) werden mit Hilfe der Darstellungen von n als Summe
von vier Quadraten berechnet.

e 22 — 40 Quadrate: Um die Komplexitdat der Restglieder zu berechnen, miissen
Linearkombinationen vom Typ (5.19) gefunden werden. Ich habe mit Hilfe von
MuPAD (ein Computer-Algebra-System) alle Linearkombinationen, die man bis
40 Quadrate verwenden kann, berechnet — die resultierende Mindestkomplexitét
der Restglieder findet sich in Tabelle 0.1. Man kann also die Restglieder nur fiir
28 und 40 Quadrate mit Hilfe der Vier-Quadrate-Darstellungen berechnen (sonst
sechs oder gar acht), allerdings werden die Vorfaktoren sehr grofl, daher verzichte
ich auf die Herleitung dieser Formeln.

Tabelle 0.1: Komplexitat der Restglieder bis 40 Quadrate (ohne Beweis)
10 [12 [ 1416 || 18 |20 [ 22 | 24 || 26 | 28 | 30 | 32 || 34 [ 36 | 38 | 40

2146|464 |6]|8|6]4|6|8]|6]|8|6]|4
2146|416 4]6]|4|]|6]8]|6]4

21416 | 4]6]|8]|6]|4

21416 |4



1 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die ¥-Funktionen eingefiihrt und einige Eigenschaften, die wir
alle spater verwenden werden, bewiesen. Dann werden mit Hilfe der ¥-Funktionen die
fao definiert.

1.1 Definition der J-Funktionen

In der Schreibweise von Tannery und Molk definieren wir folgende vier 9¥J-Funktionen,
wobei ¢ = €™ ist mit |¢| < 1, d.h. 7 € H:

191(1)|7_) - Z(_1)nq(n+1/2)26(2n+1)7ri'u (11&)
nezZ

192(U|7') _ Z q(n+1/2)2€(2n+1)7riv (le)

nez
n? _2mwinv

ds(v|r) = q"e (1.1c)
nez

Ja(vlr) = Y (—1)"g" e (1.1d)
nez

Es handelt sich fiir festes 7 € H um ganze Funktionen beziiglich v; das 7 wird nur in
die Funktion mit hineingeschrieben, dass klar ist, was die zweite Quasiperiode ist. Spéter
werden wir auch manchmal dieses zweite Argument variieren.

Man kann auch jeweils positives und negatives n in der Summation zusammenfassen:

Yi(vlT) =2 i (—1)mq(m“/2)2 sin(2m + 1) (1.2a)
m=0
Ya(v|T) =2 i g(mt1/2)? cos(2m + 1) (1.2b)
m=0
Ua(v|T) =142 i q™ cos 2mmv (1.2¢)
m=1
Da(v]r) =142 i(q)mqu cos 2mm (1.2d)
m=1



1.2 Relationen zwischen 9-Funktionen

1.2 Relationen zwischen Y-Funktionen

Den definierenden Gleichungen (1.1) lesen wir das Transformationsverhalten beziiglich
der Quasiperioden 1 und 7 ab:

(v +1) = =01 (v), I1(v+7) = —q e 2V (v) (1.3a)
Po(v 4+ 1) = =2 (v), Va(v+7) = ¢ e VY5 (v) (1.3b)
U3(v+ 1) = I3(v), V3(v+7) = ¢ Le ™05 (v) (1.3c)
Ya(v+1) = 94(v), Ii(v+7) = —q te 2TV, (v) (1.3d)

Ebenfalls mit (1.1) berechnen wir einige Beziehungen zwischen den verschiedenen -
Funktionen:

ql/4errivq93 (U + 7_/2‘7_) _ Z qn2+1/462m'n(v+7'/2)+7riv

nez
_ an2+n+1/4€7ri(2n+1)v _ ’192(’U|7‘)
neL
ﬁ ’U + 1/2‘7_ Zq 277in(v+1/2)
neZ

— Zq eQmTw 194(U|T)

nez
do(v+1/2[7) =D ¢ (n+1/2)2 ,(2n+1)mi(v+1/2)
nez
=D R T (= gy (o) (1.4)
neZ

Nun schreiben wir mit Hilfe von B := ¢~ /4e~™ eine Tabelle aller solcher Relationen.

Sie konnen genauso wie (1.3) und (1.4) hergeleitet werden.

1 T 1+7
v+ 5 v+ 5 v+ 9
9, 9o(v) iBYs(v)  Bos(v) (1.5)
192 —191 (U) B’L93(U) —iBQ94(U)
193 194(1)) Bﬁg(v) iBﬁl(v)
194 293(2}) ZB’L91 (U) Bﬂg(v)

Eine weitere Darstellungsmoglichkeit dieser vier ¥-Funktionen (welche u.a. von Her-
mite/Weber verwendet wurde) ist, mit pu, v € {0,1}

Dy (0]7) = Z (—1)”"6(”+%)27ri76(n+%)2mv

n=—oo



1 Grundlagen

In dieser (dquivalenten) Notation lesen wir eine Differentialgleichung ab, die fiir alle vier
J-Funktionen gilt:
0? .0
W’ﬁw(vh) = 47?25
Nun stellen wir noch die verschiedenen Schreibweisen der 9J-Funktionen in einer Tabelle
dar, welche aber mit Vorsicht zu genieflen ist: die ersten beiden Spalten haben noch zwei
Argumente, v und 7, wéhrend Glaisher und Freitag/Busam bei 93 3 4 vor allem den Wert
bei v = 0, den sog. ¥-Null-Wert verwenden:

Dy (V| T) (1.6)

Tannery/Molk Hermite/Weber Glaisher Freitag/Busam

191(1)|7') ’19171(1)’7') _

V2 (v|7) ¥10(v|T) k12 pL/2 Iz =r)
J3(v|7) Jo,0(v|T) p'/? Iz =1)
Ya(v|T) Yo,1(v|T) K'1/2pl/2 Yz=1)

1.3 Nulistellen der J-Funktionen

Die Nullstelle von 91 bei v = 0 folgt aus (1.2a). Wegen der Quasiperiodizitat (1.3a)
liegen auf allen Gitterpunkten m + n7 ebenso Nullstellen. Nun zeigen wir mit Hilfe eines
nullstellenzéhlenden Integrals, dass dies alle Nullstellen von ©); sind (siehe unten). Dann
erhalten wir mit obiger Tabelle (1.5) auch die Nullstellen der anderen ¥-Funktionen. Wir
benstigen spater jedoch nur die von 9J3:

v m—i—l—i- n—i—1
3 2 2)"

Nun zum noch ausstehenden Beweis: Wir integrieren entlang des Parallelogramms
P mit den Ecken j:% + 7, wobei wir zundchst annehmen, dass auf dem Rand keine
Nullstellen liegen. Zu zeigen ist, dass das Parallelogramm nur die eine Nullstelle bei
v = 0 enthalt.

T> =0 (1.7)

1Y)

-~ 2mi Jp V1 (v|T)
1 1/2—7/2 d d

- L og ~ D ogw d
i [ oo (G Tomtn(017) = gt v 717 ) a

—1/2-7/2
! (d log ¥1(v|T) — 4 log 91 (v + 1]7)) dv

21 J 124772 \dv dv
s 1/2—7/2 d 91 (v]7)
210 ) _1jo—rpp dv 7 V1(v + 7|T)
1 [Tz g 91 (v|7)

"o s jairge do B0+ 117)

10



1.4 Produktentwicklungen der 9-Funktionen

Aus (1.3a) lassen sich nun die Logarithmen berechnen:

¥ )
1(0]7) ;= log (—qe®™™) = i + mit + 2miv + 2mik

log ——A\1T)
8 V(v + 7|7

(—=1) = mi + 2mil

wobei k und [ passende ganze Zahlen sind. Die Ableitungen dieser Ausdriicke nach v
sind 27i bzw. 0, also folgt:
1 Y22
I —

= — 271 dU =1
21 J 17972

Da wir wir ansonsten den Integrationsweg ein bisschen ausbeulen konnten, darf auch
auf dem Rand keine Nullstelle liegen (das hatten wir anfangs angenommen zur Verein-
fachung).

1.4 Produktentwicklungen der v-Funktionen

In diesem Kapitel betrachten wir die ¢¥-Funktionen zunéchst nicht als Funktionen von v
mit Parameter 7, sondern als Funktionen von z = > mit Parameter ¢ = ™.

Nach (1.7) sind die Nullstellen von 93 bei z = e2mi(mtat(nta)r) = —g¢*"t n e Z.

Wir definieren daher die Funktion F(z) = [Tov_; (1 + ¢*"12) (1+ ¢*™'271), welche
dieselben Nullstellen wie ¥3(z) hat. Zum Beweis der Konvergenz des Produktes bilden
wir den Logarithmus: die entstehende Summe konvergiert, da > oo ; |¢|*"~! konvergiert.
Also ist F'(z) eine Funktion, die iiberall bis auf z = 0 regular ist.

Nun bilden wir f(v) = F (™) = F(z), dann ist f(v+1) = f(v) und

oo
f(U + 7_) — H (1 + q2m—1627riv627m'7') (1 + q2m—1€—277721)€—27r7§7')
m=1

I
8

(1 + q2m+1e2ﬂ'iv) (1 4 q2m736727riv)

m=1

1+q—le—2m'v o

= Wf(“) =q e ™ f(v)
Im dritten Schritt wurde der Index m verschoben, um auf die Form von f(v) zu kommen,
der entstandene Vorfaktor beriicksichtigt die ersten Faktoren fiir m = 1; im vierten
Schritt wurde zunichst mit ¢~ 'e 2™ erweitert, dann mit 1 + ¢~ 'e~>™" gekiirzt.
f(v) und ¥3(v) haben also nicht nur dieselben Nullstellen, sondern auch dasselbe

Verhalten beziiglich der Quasiperioden 1 und 7. Ihr Quotient 7" = ¥3(v)/f(v) ist daher

eine elliptische Funktion ohne Polstellen, also konstant beziiglich v. Wir erhalten

U3(z;q) = Z q”QZ” =T(q) H (1 + q2mflz) (1 + q2m71271) (1.8)

n=-—00 m=1

11



1 Grundlagen

Nun muss noch T'(q) berechnet werden. Hierzu ein Trick von Gauf: Wir setzen in

Gleichung (1.8) zunéchst z = —1 und dann z = 4 ein und erhalten:
D o D
Tg) = oo 2m—1)2
Hm:l (1 —q )
[o.¢] n n2 oo 2
und T'(q) = 2in=—o0 1" — 2t oo (=1)'g™

[Ty (T +ig> =) (1 —ig?™=1) — [Inoy (L+¢"72)

wobei im letzten Schritt Summanden mit ungeradem n weggelassen wurden, weil sich

hier jeweils n und —n aufheben, beachte i~! = —i. Deshalb die Summation nur iiber
gerade n = 2I.
Das ergibt einerseits (aus z = —1):
2
T(q) D one—oo(=1)"g"

HZ'ff:l (1—q*m) H;j:l (1—q?m) Hm 1 (1 —qg?m= 1)2
Z?C;O——oo(_l)nan
[T (T =™ [In= (1 —¢*™ 1)

Hier wurde im zweiten Schritt das Quadrat aufgetrennt; dann das Produkt mit ¢*™ und
2m=1 71 dem mit allen ¢™ zusammengefasst. Andererseits liefert die Gleichung

das mit ¢
von z = 1:
NONE S (1)
[-1 =) Ilp=t (1= [Imey (T4 ¢
D G D
[T =) [Im=y U= ¢ 2) [ [y (L4 ¢ 2)
_ ZZO:—OO(_]')anLn
[T = ¢") [y (1 = ¢* %)
Hier wurde im zweiten Schritt das Produkt iiber die ¢*™ in das iiber ¢*™ und das iiber
¢*™~2 gespalten; der dritte Schritt ist die dritte binomische Formel.

Nun folgt aus dem Vergleich der beiden Resultate, dass fiir die Funktion G(q) =
T(q)/TI_; (1 —¢*™) die Identitit G(q) = G (¢*) gilt, also induktiv G(q) = G (¢*) =
G (q16) =G <q4k>. Da G stetig von ¢ abhéngt und weil limy_, o q4]c = 0 ist, gilt also
G(q) = G(0). Hiermit folgt

G(q) = anof;ng ey = G(0) =T(0) =1, also T'(q };[1 (1—q¢*™

Das setzen wir nun in (1.8) ein und erhalten

oo
I3(z;q) = H 1 —gm 1 + q2m_lz) (1 + q2m_1z_1)
m=1

12



1.4 Produktentwicklungen der 9-Funktionen

Die anderen Produktentwicklungen kénnen wir jetzt mit Hilfe von Tabelle (1.5) auf
die von 13 zuriickfithren:

. 1
D (v|T) = —iq1/4em”193 (v + ;T>

_ _iq1/4e7riv ﬁ (1 _ qu) (1 _ q2m627riv) (1 _ q2m—26—27riv)
m=1
oo
= 2q1/4 sin v H (1 o q2m) (1 o q2m627riv) (1 o q2m€—27riv) (19)
m=1

Hier wurde im letzten Schritt, letzter Faktor, zuerst die Variable m — m/ = m + 1
verschoben und dann das ,,verlorene erste Glied 1 — e ™2™ nach vorne gezogen.
Die beiden verbleibenden Produktentwicklungen folgen genauso aus Tabelle (1.5):

(o ¢]
Ya(v|T) = 2¢'/* cos v H (1 — q2m) (1 + q2m62””) (1 + qzme*%”'”)

m=1
0o
H 1 - q2m qu—162m’v) (1 - q2m—1e—27riv)
m=1

Nun geben wir noch die sogenannten ¥-Null-Werte an, d.h. ¢, := 9,(0|7) mit A €
{1,2,3,4}. Weil jedoch ¥ = 91(0|7) = 0 ist, berechnen wir hier den ersten nicht ver-
schwindenden Term der ¢-Entwicklung: ¢] = d%??l (v|7‘)‘v:0. Hierzu entwickeln wir in
(1.9) sinmv = v und lesen dann ab:

9 = 2mqt/* ﬁ (1— g™’ (1.10a)
m=1
9y = 2¢"* ﬁ (1—¢>) (1+ ™) (1.10b)
I = ﬁ (1-¢>") (1+¢1)° (1.10c)
m=1
0y = ﬁ (1—¢*) (1—¢*"1)° (1.10d)
m=1

Das Jacobi’sche Tripelprodukt: 729319, = )
Es gilt:

T3ty = 19’1 H ((1 +q2m) (1 _|_q2m—1) (1 . q2m_1))2

m=1

H ((1+¢*™) (1—¢"2))* = 9 H(g)?

13



1 Grundlagen
mit

H(q)

I
8

(L+¢*") (L —¢"?)

3
I

(L+¢"™) (L+¢"72) (1 —¢"™7?)

I
3

3
I

I
8

(1+¢"™) (L=¢""") = H (¢*)

3
I

Es ist also, analog zu G(g) weiter oben, H(q) = H (¢*) = H (qQk) = H(0) =1 und

wir erhalten:
T304 = V) (1.11)
Noch eine Formel fiir spéter: Mit der Definition von 9, aus (1.2a) folgt

9930y V) Zi(vT)l=0 o

=_1_0v -\ TV 1)y g(m+1/2)?
5 o o mZ::O(2m+ 1)(-1)"q
= g3 (2 + 1) (~1)kgH (1.12)
k=0

1.5 Die Jacobi'sche Thetarelation 93 = 93 + 9]

Die Funktionen 92 (v) sind also ganze Funktionen beziiglich v und haben die Periode 1
und die Quasiperiode 7, wobei 92 (v + 7)=e~ 2" Te =170 . 92 (1) gilt. AuBerdem haben sie
alle genau eine Nullstelle im Periodenparallelogramm, diese ist doppelt.

Wiihle jetzt a und b so, dass fiir die Nullstelle vy von 92 die Relation ad?(vy) +
'“’%(1;)273;9‘2@ hat also
noch einen einfachen Pol und ist doppeltperiodisch, weil sich die Faktore2n beziiglich der
Quasiperiode T wegkiirzen. Folglich ist diese Funktion konstant, und wir erhalten (nach
evtl. Reskalierung) eine Identitét

b2 (vg) = 0 gilt. Explizit werden wir das gleich tun. Die Funktion

V3 (v) = a3 (v) + b3 (v) und analog 93(v) = a3 (v) + V93 (v)
Nun berechnen wir mit v = 0 und v = 7/2 die Werte von a, b, a’,b’: Beiv = 0ist 1 = 0,
also gilt 93 = b2 und V2 = b'93. Bei v = 7/2 gilt ¥4 = 0, also ¥3(7/2) = a¥?(7/2) und
93(7/2) = a’¥3(7/2), also mit Tabelle (1.5) ¥% = —av? und ¥3 = —a’¥3. Dies setzen wir

in obige zwei Identitaten ein:

U3(v)05 = Vi(v)05 — i(v)95  und G300 =Vi(w)05 —Oi(v)d5  (1.13)
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1.6 Ableitungen der ¥-Funktionen

Mit v — v + 1/2 folgen noch zwei dhnliche Gleichungen:
OH(0)0F = 03(0)03 —V3(v)95  und  GF(v)9] = 3(v)95 — ()95 (1.14)

Also lasst sich jedes Quadrat einer ¥-Funktion durch zwei Quadrate anderer 9J-Funk-
tionen darstellen.

Nun setzen wir in die letze Identitdt v = 0 ein, dann erhalten wir die wichtige Jaco-
bi’sche Thetarelation:

03 =95 + ) (1.15)
Dies hétten wir auch einfacher zeigen konnen, wir werden aber spéter noch (1.13)
benotigen.

Auflerdem noch einige Folgerungen aus der Jacobi’schen Thetaralation:

Iy 4+ 9] = 04 (1.16a)
95 + 9% = (95 — 91) 03 + (95 — 03) v = 03 (93 + 97) — 2030}
=95 — 20304 (1.16b)
012 012 = (95— 01) 03+ (93— 08) 05 — 03 (93 + 03 — 0408 — 040}

=93 (V5 — 203091) — U391 (93 + U1) = 937 — 393059} (1.16¢)

03% + 910 = (95 — 07) V32 + (V5 — 93) 932 = U5 (957 + 952) — 9391 (V5 + 9%)
= U3 (957 — 3050393) — 9305 (95 — 2030})
= 930 — 40930507 + 20508 (1.16d)

1.6 Ableitungen der J-Funktionen

1.6.1 Ein Additionstheorem

Wir schreiben jetzt und spéater «, 3, fiir die drei Zahlen 2, 3, 4 in beliebiger Reihenfolge
(aber o # B # v # «). Aus der Liste (1.3) folgt, dass (fiir festes ¢) die Funktionen

V1 (v)Va(v) und Vp(v)05(v)
V1(—c)0a(—c)01 (v + ¢)0q(v — ) V(=)0 (—c)01 (v + ¢)Va(v — )
elliptische Funktionen mit Perioden 1 und 7 sind, wobei die Vorfaktoren so gewéhlt
wurden, dass die Residuen der beiden Funktionen bei v = —c gleich sind. Folglich ist die
Differenz eine Konstante und wir erhalten nach Multiplikation mit ¢ (v + ¢)94 (v — ¢)

V()05 (v) V1 (0)da(v)

D5(—c)d(—c) - 91(=c)Da(—0) = C%1(v+ c)¥a(v —c)

AOINOIEAOING

also T100a(e) T T5(00(0) = CY(v+ c)Va(v—rc)
— Usly _
und fiir v =0 m = CY1(c)¥a(c)

15



1 Grundlagen

wobei verwendet wurde (sieche (1.2)), dass ¥; eine ungerade Funktion in v ist, jedoch
U234 gerade beziiglich v sind..
Nun die zweite Gleichung mit dem Hauptnenner erweitern, die dritte nach C auflésen

D1(0)0a(v)0p(c)04(c) + Dp(v) 0y (v)d1(c)dalc)
= CV1(v + ¢)0a(v — ¢)¥1(c)Pa(c)dg(c)V(c)
U0y —
9p(c) ()01 (c)dalc)

Durch Einsetzen erhalten wir ein Additionstheorem:

V0,01 (v + €)a (v — ¢) = V1(c)Va(c)Vs(v)0y(v) + Ia(c)0~(c)V1 (V)T (v) (1.17)

1.6.2 Definition, Eigenschaften und Ableitungen der f,

Weil die ¥-Funktionen bei v — v+ 7 einen Faktor ausspucken, ist es hilfreich, Quotienten
zu bilden. Wir definieren die Funktionen

B ¥ 9 (v]7)
FololT) = 5 By ol

a=234 (1.18)

wobei der Vorfaktor so gewéhlt wurde, dass das Residuum der f, bei v = 0 genau 1 ist.
Mit der Liste (1.3) berechnen wir das Transformationsverhalten:

folv+1) = fa(v), fo(v+7)=—f2(v) (1.19a)
fs(v+1) = —f3(v), f3(v+7)=—f3(v) (1.19b)
fa(v +1) = = fa(v), fa(v +7) = fa(v) (1.19¢)

Hier erkennen wir, dass die f2 elliptische Funktionen mit Perioden 1 und 7 sind, deren
Laurentreihe in den Polen bei v = 0 (mod 1,7) mit 1%2 beginnt und nur gerade Terme
beinhaltet (durch die Quadrierung). Jede Differenz ist also eine elliptische Funktion ohne
Pole und somit konstant:

fa(vlr) = f3(v]r) = Cap (1.20)
Es ist aber, weil 2 3 4 gerade und 11 ungerade ist,

2 2 e 2
f2(v|7')—<19/1 q9a+z9g”2+...> 11+ Jm0? 4
2 (|7 = A N

29 g "3 =2 9 2
Vo o +097% + ... Y1+ FE 4

(1 (B 1))
== (1+ 2= v +...
v2 Vo 30

wobei der Strich / eine Ableitung nach v meint; und wenn die Abhangigkeit von v nicht
explizit dabeisteht der Wert bei v = 0 gemeint ist. Wir erhalten:

2 2 U 19%
Cas = F2(017) — F3olr) = 32— 2
B B Vo Vg
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1.6 Ableitungen der ¥-Funktionen

woraus mit der Differentialgleichung (1.6) folgt

99, Lo ) 19 (0]7)
Cas 7”( Ve Vg " ar 28 950007
Ua(0,q)
= —4n2q—log 1.21
dq ° 05(0,q) (1:21)

Mit der Definition der f,, der Tabelle (1.5) und dem Jacobi’schen Tripelprodukt 9} =
m9909304 (siehe (1.11)) erhalten wir folgende Liste (Notation f,(v) statt fo(v|7)):

f2 <;> =0 f3 (;) = 101 fa (;) = (1.22a)

f2 <I> = —imd3 Ts (I> = —ind} fa (g) =0 (1.22b)
f2 <1+T> = —in))? /3 (1+T) =0 fa (1—12—T> = 73 (1.22¢)

Wir leiten das Additionstheorem (1.17) nach ¢ ab und setzen ¢ = 0 ein:
90 (01 (v) P (v) = 91 (0)04,(v)) = P19at)p(v) D, (v)

wobei auf der rechten Seite verwendet wurde, dass 9/, = 0 fiir a = 2, 3,4 ist (weil es
gerade Funktionen in v sind). Die Klammer auf der linken Seite sieht schon ein bisschen
nach der Quotientenregel aus, wir formen um zu:

9 d dalv) 9P 95(0)0,(v)

o dv 01(v) D0y 0H()
In Erinnerung an die Definition der f, lesen wir daraus ab:
fa(v) = —fs(v) f5(v), =234 (1.23)

Diese Gleichung ermoglicht es, beliebige Ableitungen der f,, als Polynom in den fo, f3, f4
zu schreiben. Beispielsweise ist

(fa) = 2faft = —2fafsfy = —2f2fs[4 (1.24)

1.6.3 Differentialgleichung, alternative Darstellung durch Integrale

Ziel dieses Kapitels ist die Einfithrung einer alternativen Notation, welche von Glaisher
verwendet wurde, und welche fiir einen der Beweise notig sein wird, weil sie erweiterbarer
ist als die gehabte Notation.

Sei nun £ := 91 (v)/Y4(v). Dann ist mit der Definition der fu:

¢ d(l)@ﬁ BB ) fs) %

dv  dv fa(v) ) V4 o) 94 fE(v) 794
Da(v)d3(v) 95 9} 192192( v)U3(v)
B(v) o305 03 (v)

2
m5
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1 Grundlagen

Durch Quadrieren folgt mit der Gleichung (1.13):

de\? 92(v)92(v 92 (v 92 (v
(5 -t (s 3e) (5 i)

=7 (93 — €203) (95 — €203)

_ %
=5

AR YR S ST SR A
du ) 19% dv 71'219% - 7r219§19§ dv) 29% 29%

Wir erhalten also eine Differentialgleichung:

U3

Schreibe nun y := ¢ o und u := 7719?,)1) und k : dann erhalten wir:

() = () (a2 )

Durch das Konstruktionsverfahren, wie wir auf diese DGL gekommen sind, kennen
wir bereits eine Losung:

3 ’191(’()) 3 93 (7['_1’[9?:2’&)
_ Vs _ _ T Ys W) 1.26
v =, = Ba) 92 02, C ) (1.26)

Es gilt y(u+79%) = —y(u) und y(u + 7937) = y(u), also ist y(u) eine doppeltperiodi-
sche Funktion, wir interessieren uns aber primér fiir die erste der beiden Eigenschaften.
Fiir ug = 0 folgt yo = y(ug) = Zigggg—z =0, weil 91(0) = 0 ist. Fiir uy = 593 folgt

91(1/2
y1 =y(w) = 191&1;2;%; = %% = 1. Also folgt:

7T192:/U1du/:/yldlb
2 ug yo Y

2
Zur Vollstandigkeit definieren wir noch k' := %, dann lautet die Jacobi’sche Thetare-
3
lation k% 4 k"2 = 1.
Zusammenfassend haben wir definiert und gezeigt:

/ dy/

1
y=y' . /0 \/(1 —y?) (1 - k%y'?)

=: K(k)

- v K+ E?=1 (1.27a)
=g =g = :
1 dx T
K(k ::/ = —02 1.27b
(%) o VI—-22)(1—ka?) 2° (1.27b)
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1.7 Transformationen der J-Null-Werte

1.7 Transformationen der J-Null-Werte

In diesem Kapitel werden neun Transformationsformeln bewiesen, die fiir die rekursiven
Berechnungsformeln der Restglieder bendtigt werden. Die neun Formeln lauten:

Fir ¢ —» —q gilt: Yo — \[Z 192, U3 — 194, Y4 — 3. (1.28)

Fir ¢ — ¢* gilt: 93— - (03 -97), 93— - (93+9%), 07— Vsvs (1.29)

1 1
2 2

Fiir ¢ — ¢/ gilt: 92 — 20905, V3 — 93+ 093, 92— 92 — 93, (1.30)
In der bisherigen Version, welche ich als Zulassungs- und Diplomarbeit abgegeben habe,
fehlte der Beweis von einer der Gleichungen, hier ist nun der vollstdndige Beweis aller
Gleichungen. An dieser Stelle mochte ich Neil Sloane (Mitautor von [Conl) fiir seine
FEmail danken, in der er mir einen Hinweis gab, der letztlich zur Losung des Problems
fiihrte.

Wir schreiben in diesem Abschnitt 9(q) statt 9(0|7), wobei wie gehabt ¢ = ™7 gilt.

1.7.1 Verhalten fiir ¢ — —q

Wir betrachten die Produktentwicklungen der ¥-Funktionen in (1.10) und lesen das
Transformationsverhalten fiir ¢ — —¢q direkt ab:

92(—q) = Vi Ua(q) (1.28a)
U3(—q) = Ya(q) (1.28b)
V4(—q) = 93(q) (1.28¢)

1.7.2 Verhalten fiir ¢ — ¢?

Beginnen wir mit einem Hilfssatz. Die Idee hierfiir stammt aus [BB].
Satz: Fiir die Anzahlformel As(n) gilt:

Az(2n) = Az(n)
Beweis. Wir beweisen den Satz, indem wir eine Bijektion ¢ von der Menge M in die
Menge M’ angeben:
M = {(a,b) € Z* | a* + b* = n}
M ={(c,d) € Z* | & +d* =2n}
Die folgende Gleichung bildet den Kern des Beweises:
(a+b)2+ (a —b)% = (a® + 2ab + b?) + (a® — 2ab + b?) = 2a® + 20
und sie liefert direkt die gesuchte Bijektion ¢:

o: M — M
(a,b) — (a+b,a —b)
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1 Grundlagen

mit der Umkehrabbildung
ol M — M
c+d c—d
d) —
ed)— (54557
o Wohldefiniertheit von ¢: Wenn ein Tupel (a,b) € M gegeben ist, gilt a® + b> = n,

also 2a? + 2b? = 2n. Weil aber dann auch (a + b)? + (a — b)? = 2n gilt, liegt das
Tupel (a + b,a — b) folglich in M.

o Wohldefiniertheit von ¢~!: Wenn ein Tupel (c,d) € M’ gegeben ist, gilt ¢ + d? =
2n, also miissen entweder ¢ und d beide ungerade oder beide gerade sein. Also ist in
beiden Féllen sowohl c+d als auch ¢ —d eine gerade Zahl, und ¢~!(c,d) € Z2. Dass
dariiberhinaus ¢ ~!(c,d) € M gilt, folgt wieder aus obiger binomischer Formel:

< 5 ) +< 5 ) —5(0 +d)—§-2n—n
O

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir nun eine weitere Transformationsformel herleiten:

e Es gilt nach Definition der Anzahlformel Ay (n):

o0
=Y As(n)g

n=0

o Es gilt (mit Hilfe von (1.28b)):

93(q) Z As(n = (=1)"Az(n)q"
n=0
e Also folgt
#(q) + #3(q Z Agln) - (14 (1)) - " =23 Ay(2m)g?
n=0

weil fiir ungerade n gilt: 14 (—1)" = 0, sowie fiir gerade n gilt 1 + (—1)" = 2.

e Wegen der Gleichung

= As(n)g®
n=0
und der Identitdt As(2n) = As(n) folgt nun das Transformationsverhalten von
03(¢%):
o0 . o0 1
=Y Mg =3 Asen)e” = L (B30 + #3(0)  (1299)
n=0 n=0
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1.7 Transformationen der J-Null-Werte

Nun werden wir das Transformationsverhalten von 94(q?) direkt aus der Produktent-
wicklung (1.10) herleiten:

4

8

) = T (=) (1=

3
I

I
8

3
Il

2

)
(1 _ q4m)2 (1 B q4m72)2 <1 _ qz(mel))2
)

I
8

(1 _ qzm)2 (1 _ S2em-1)

3
Il

I
3

(1 o q2m)2 (1 + q2m—1)2 (1 . q2m—1)2
1

3(¢)Y4(q) (1.29b)

3
[

I
>

SchlieBlich folgt das Transformationsverhalten von 12(g?) mit Hilfe der Jacobi’schen
Thetarelation (1.15) direkt aus (1.29a) und (1.29b):
93(¢%) = 93(¢%) — 9i(d®)
2
_ % (W3(0) +93(0)) | — [a(a)va(0))”
= 194@) + 3BT 0) + 170) — B@9ia)
= 1940 — 3@ + 1940

(93(q) — 03(a))

| =

und es folgt (durch Wurzel ziehen)

(93(g) —93(a)) (1.29¢)

N | =

95(q%) =

wobei das Vorzeichen +1 z.B. aus dem ersten Koeffizienten der ¢-Entwicklungen folgt:
93(¢%) = 4q + ... und

S [93(@) ~ @) = 5 [T+ A1) ' )~ (1= A1) ¢ +..)]
=22 A1) gt
:Ag(l)q+...
=4q+...
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1 Grundlagen

1.7.3 Verhalten fiir ¢ — ¢'/*

Die Formeln fiir ¢ — ¢*/2 folgen direkt aus denen fiir ¢ — ¢2, deshalb diese hier nochmals
im Uberblick:

() = 5 (%3(0) + 73(0) (1.290)
(e = s(a) - 9a(0) (1.200)
B0 = 5 ()~ 73(0) (1.29¢)
Es gilt also:
95(¢%) + 93(¢%) = ¥3(q)

und somit

93(¢"?) = 93(q) + 93(q) (1.30a)
93(q"%) = 93(q) — ¥3(q) (1.30b)

und nun wieder mit Hilfe der Jacobi’schen Thetarelation (1.15):
93(¢"%) = 95(q 1/2) 9i(q"?)
2
= (#3(q) + 93(a)” — (3(0) - 93(q))’
= 3(q ) +203(¢)03(q) + 193( ) = U3(q) + 203(0)93(q) — ¥3(q)
=4-93(q) - ¥3(q)

Wir ziehen wieder die Wurzel...
93(q"%) = 2 ¥2(q) - 93(q) (1.30¢)

wobei das Vorzeichen +1 wieder aus dem Anfang der ¢-Entwicklung folgte, vergleiche
die Produktentwicklungen (1.10).
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2 Linearkombinationen

Wegen Gleichung (1.23) lassen sich alle Ableitungen von f, und f2 als Polynome in
den fa, f3, f4 schreiben und wegen Liste (1.22) sind die Funktionswerte an den Stellen
v =1/2 und v = 7/2 gerade Potenzen in 93, ¥3 und 9¥4. Um die Anzahlformeln Ay (n)
zu berechnen, benotigen wir Darstellungen von 19%’“. In diesem Kapitel geben wir Dar-
stellungen der 19%’“ als Linearkombinationen der Ableitungen der f,, und f2 an, wobei fiir
2k > 8 ein Restterm auftaucht.

2.1 Berechnung der allgemeinen Ableitungen

Zur Berechnung der Ableitungen von f, und f2 verwenden wir Buchstaben als Abkiir-
zungen fiir spezielle Polynome in den fq, f3, f,. Was diese Vorhehensweise so praktisch
bei der Berechnung vieler Ableitungen macht, ist die Tatsache, dass wir nur endlich viele
(sechs) solcher Polynome bendtigen, um alle Ableitungen darzustellen:

Ag = féé = —fﬁfv

Al = fo(f5 + f3) = Ba

Bl = —f3fy(f5 + 2) + fa(—4fafsfy) = —fafy(Af2 + [3+ £3) = AaCa
Cl, = —12fof3fy = 12D

D' =fif3+ 32+ f2fa=E

E' = —Afofaf(f3+ 5+ [7) =ADF

F' = —6fafpfy =6D

zusammengefasst ist das:

Ao =—fpfy A, = Ba (2.1a)
Ba = fu(f5+ 13) B, = A,Cy (2.1b)
Coa=Af2+ 3+ f2 C! =12D (2.1c)
D = —fafsfy D'=E (2.1d)
E=f2f2+ f3f2+ f2f2 E' = ADF (2.1¢)
F=fi+f3+f F' =6D (2.1f)

In den ersten drei Polynomen spielt f, eine gesonderte Rolle gegeniiber fz und f,,
daher wird hier noch ein Index a = 2, 3,4 angehangt. Die letzten drei Polynome sind
symmetrisch in allen drei f,, f3, f5.
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2 Linearkombinationen

Mit den oben gefundenen Formeln berechnen wir die Ableitungen:

(f2)W = —2f, fafy = 2D

(f)® =2D' =2E

(f2)®) =2F =8DF

(f5)W = 8D'F + 8DF' = 8EF + 48D?

(f5)®) = 8E'F +8EF' +96DD' = 32DF? + 144DE

(1)) = 32D'F? + 64ADFF’ + 144D'E + 144DF’
= 32EF? + 960D*F + 144E?

(/5 = 32E'F? + 64EFF’ + 1920DD'F + 960DF’ + 288EE’
= 128D F3 4 3456 EDF + 5760D3

(f2)® = 128D'F3 + 384DF?F' + 3456E'DF

+ 3456 ED'F + 3456 EDF' + 17280D*D’
= 128FEF3 + 16128D*F? + 3456 E*F + 38016 D*FE

sowie

1) = Aa
& = A, =Ba
189 = Bl = AaCa
FW = A Cy + AyCl, = BoCy + 12A4,D
f9) = B/ Co + B,Cl, + 1241 D + 12A,D'
= AyC? +24B,D + 12A,E
FO) = A C? +24,C,C!, + 24B',D + 24B,D' + 12A. E + 12A,E'
= B,C2 +48A4,CoD + 36 B,E + 48A,DF
F0 = B! C? 4+ 2B, CoC", + 48A!,CoD + 48A,C!D + 48A,Co D'
+36BLE + 36 BoE' + 48A! DF + 48A,D'F + 48A,DF’
= A,C3 +72B,CoD + 864A,D?* 4+ 84A,CoE + 192B,DF + 48A,EF
8 = AL O3 4 34,C2C!, + T2B,CoD + 2B, C,D + 72B,Co D’
+864A!, D? + 1728 A, DD’ + 84A!,Co E + 84A,CLE + 84A,Co E’
+192B! DF +192B,D'F 4 192B,DF’
+ 48A! EF + 48A,E'F + 48 A EF’
= B,C3 4+ 108A4,C2D + 2880B,D? + 156 B,Co E + 3024A,DE
+ 5284,Co DF + 240B,EF + 192A,DF>
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2.2 Werte der Ableitungen bei v =1/2,7/2

2.2 Werte der Ableitungen bei v =1/2,7/2

Fiir die Berechnung der Werte der Ableitungen bei v = 1/2,7/2 setzen wir zunédchst die
Werte aus der Liste (1.22) in die Polynome (2.1) ein:

Ay = 0D = 0
v=1/2 || By = w99l | B = 9391
Cy = m@R+) | F = 72 (0i+9)
Ay = 0| D = 0
v=T1/2| By = in393v3 | B = 49303
Cy, = —-mW5+93) | F = -7 (95+95)

Diese Werte setzen wir jetzt in die Ableitungsformeln, die oben berechnet wurden, ein
(beachte hier A = D = 0, deshalb werden die Formeln kiirzer):

(£2)? (1/2) = 2B = 21040} (2.2)
(1) (1/2) = 8EF = 8x5940% (94 + 0%) = 8x° (0504 + vios) (2.3)
(£2)¥ (1/2) = 32EF? + 144E* = 32759304 (94 + 94)? + 144759308

= 167 (205207 + 13959] + 2059;%) (2.4)

(fi)(g) (1/2) = 128EF3 + 3456 E2F
= 128719301 (04 +91)® + 3456709505 (93 + 03)

= 128710 (95915 + 3095942 + 300529% + ¥3°0]) (2.5)
(12)? (7/2) = 2E = 2x*04vs (2.6)
(12) (r/2) = 8EF = —8x50404 (94 + 03) = —8x5 (9504 + viv3) (2.7)
(1) (7/2) = 32EF* + 144E? = 32759404 (03 + v4)” + 144759505

= 167" (203203 + 139595 + 203937) (2.8)

(fi)(s) (1/2) = 128 EF? + 3456 E2F
— 128709804 (03 + 03)° — 34567109505 (04 + 03)

= — 12870 (9303 + 30050932 + 3005205 + 9¥3603) (2.9)
2 (1/2) = By = w3020’ (2.10)
W (1/2) = B,Cy = 70304 (494 + 01) = 70 (9395 + 49502) (2.11)
) (1/2) = B4C3 + 36 B4E = w0304 (494 + 03)? + 36770598

= 1" (1693297 + 449595 + ¥391?) (2.12)

£ (1/2) = B4C? + 156 B4C4E + 240B,EF
= w0304 (494 + 01)° + 1562905 (495 + 03)
+ 240770505 (93 + 93)
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2 Linearkombinationen

= n? (6409507 + 91295°9%F + 40895912 + 9¥301°)

) (7/2) = By = ird040?

9 (7/2) = BaCy = —in® (9205 + 4050})

O (7/2) = ByC3 + 36ByE = im" 9403 (494 + 03)* + 36in7 0305
= in" (160393 + 449595 + 9¥303%)

8 (7/2) = ByC3 + 156 BoCoE + 240B, EF
— —im 0402 (404 + 03)° — 156ir70595 (495 + 03)
— 240im°9305 (93 + 93)

= —in? (640593 + 912030095 + 40895952 + V¥303°)

2.3 Linearkombinationen

(2.13)
(2.14)
(2.15)

(2.16)

(2.17)

Fiir die Vereinfachungen in diesem Kapitel wird die Jacobi’sche Thetarelation mit ihren

Folgerungen aus Kapitel 1.5 verwendet.
Aus Liste (1.22) lesen wir die ersten zwei Formeln ab:

f1(1/2) = m93
(f7) (1/2) = 7?93

Mit den Gleichungen (2.14) und (2.10) folgt:
12/ 1/2) = ify? (7)2) = w005 (9] + 03) = =08
Mit den Gleichungen (2.2) und (2.6) folgt:
(1) (1/2) + (12)? (r/2) = 2r*04 (94 + 03) = 2703
Mit den Gleichungen (2.15) und (2.11) folgt:

1 (1/2) +ify" (r/2) = 7003 (95 + 05) + 4x°05 (93 + 01)
= 1993 (9§ — 29307) + 4n°v3°
= 5m9930 — 275932950}
Mit den Gleichungen (2.3) und (2.7) folgt:
4 4
(1) 1/2) = (£2) (r/2) = 8794 (95 + 98) + 8505 (04 + %)
— 500 (94 (45— 20801) + 012)
= 167°93% — 167°05039;
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2.3 Linearkombinationen

Mit den Gleichungen (2.16) und (2.12) folgt:

0 (1/2) —if? (r/2)
= 1195 (932 + 052 + 4dn 95 (V5 + 0%) + 1677030 (93 + 97)
= 193 (V5% — 3930391) + 1677 95" + 447795 (9§ — 2939})
= 617705t — 917 WSV} (2.24)

Mit den Gleichungen (2.4) und (2.8) folgt:

(D /2y + (1) (/2)] /(67%)
= 205 (932 + 03%) + 1305 (95 + %) + 2032 (93 + 07)
= 203 (957 — 3039391) + 1395 (V5§ — 29307) + 205°
= 170930 — 32050301 (2.25)

Mit den Gleichungen (2.17) und (2.13) folgt:

10 (3) +if (5)] =
= 6493" (05 + U1) + 91203° (U5 + UF) + 40895 (V5% + 95°) + 93 (V5° + 95°)
= 6403° + 91295° (95 — 203091) + 40895 (95 — 393930%)
+ 03 (936 — 4930501 + 2059%)
= 1385048 + 2039595 — 305201295094 (2.26)

Mit den Gleichungen (2.5) und (2.9) folgt:

(P /2) - (1) (7/2)] /(1287
= 95(93° + 915) + 3005 (932 + 912) + 30052 (95 + 9%) + 938 (93 + 97)
= 93(91° — 4939591 + 20959%) + 3095 (052 — 3959aYT)
+ 30032 (95 — 2039%) + 93
= 62020 — 1549393207 + 2050305
= 3192 = [( 2% 72 - ()W (7/2)} /(256m10) + TT9d0i20% — 9S9des  (2.27)

27



3 Lambert-Reihen

Durch das vorige Kapitel haben wir das Problem der ¢-Entwicklung der 0§k im Wesentli-
chen auf die Berechnung der Lambert-Reihen der obigen Ableitungen zuriickgefiihrt. Wir
beenden daher die Vorbereitungen, indem wir die Lambert-Reihen dieser Ableitungen
berechnen:

3.1 Lambert-Reihen von ffk) (%)

Aus ihrem Transformationsverhalten (1.19c¢) folgt, dass die Funktion f4(v|7) die Perioden
2 und 7 hat. Thre Pole erster Ordnung bei v = 0 (mod 1, 7) haben alternierende Resi-
duen: bei v =0 (mod 2,7) Residuum +1 und bei v =1 (mod 2,7) Residuum —1. Jetzt
basteln wir eine neue Funktion, die dasselbe Polstellenverhalten hat. Hierzu definieren
wir zuerst

Alr) _ 4 1og 91 (v]7), (3.1)

P(vlr) = Y (v|T)  dv

eine Funktion mit einfachen Polen bei v = 0 (mod 1,7) mit Residuum +1. Aus dem
Transformationsverhalten von ¥; in (1.3) folgt:

O(v+1|7) = ®(v|7) und Qv+ 7|7) = 2710 + P(v|T) (3.2)

Wenn wir nun die Funktion %(I) (%‘ %) bilden, hat diese nur noch jeden zweiten Pol,
nimlich bei v = 0 (mod 2,7) mit Residuum 1. Folglich hat die Funktion 1@ (%’ 5 -
%CI) (%‘ %) dieselben Pole mit denselben Residuen wie fy, auBerdem wegen (3.2) die-
selben Perioden 2, 7. Also ist die Differenz eine Konstante:

ni = 5e (515) + g0 (57]5) =¢
1

Zur Bestimmung von C' setzen wir v = 0 ein und, weil f4(v|7)— 3P (%] Z) hier reguléir
und ungerade ist, verbleibt lediglich

Czlq)(l ) _ LG
2\ 2]2 291 (4]

weil ¥ ungerade ist. Wir erhalten die Darstellung

fatwir) = 5@ (2] 7) _;@<v;1

) _ 19

T
2
T
2
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3.1 Lambert-Reihen von f( k) (%)

Nun setzen wir in (1.9) nicht ¢ = ™", sondern e™7/2 = q1/2 ein und erhalten

0 (v3) = g toevr (v]3)

et _ . m 2T m ,—2miv
:wcotm;—l—Qm’Z(l 7° 4 9° > (3.4)

_ qm627rw 1— qmefQTrw

m=1

Falls $(—7/2) < S(v) < S(7/2), gilt |¢et?™| < 1 und wir kénnen die geometrische
Reihe anwenden:

km 27rzkv km —2mikv
fb(vb)-wcotwv—kZmZZ( q +q¢""e )

m=1 k=1

o (0.)
= mcotmv + 47 Z Z ¢"™ sin 2rkv
m=1 k=1
et k
= mcot 4
T v + 4m Z: -

- sin 2mkv (3.5)

Wenn wir diese Gleichung in (3.3) einsetzen, erhalten wir

1 v 1 v+1
falvlT) =7 (2 cot7r§ - §COt7T 5 )

1
+47rz T ( 81n7rkv—251n7rk(v+1)>
q —1
= 4 e 279 —1 3.6
sin v * Z —q% —7 sin(2j — D (36)
. 1 (cosmv/2 sinv/2\ _ 1 o 1 .
wobei 2 (SiHT(U/Q + cos7rv/2) ~ 2sinwv/2coswv/2 T sinmv verwendet wurde und die Tatsa-

che, dass wegen sin(x 4 2j - m) = sinz sich in der Summation die geraden Indizes genau
aufheben.

Fiir die Ableitungen der Gleichung (3.6) benétigen wir zundchst die Ableitungen von
h(v) := & an der Stelle v = 1/2. Fiihre dies auf die Taylorreihe des Cosinus zuriick
und wende die geometrische Reihe an:

T 7r
h(1/2+9) = sinm(6 +1/2)  cosmé

B (7r5)2 (71'5)4 (7r5)6 (7T5)8
—7T(1+ o1 +5 1l + 61 ol + 1385 S

Bei v =1/2, d.h. § = 0 ist also:

B® @:ﬁ B (;>:5w5, BO) <;>:617r7, B® @:138579.
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3 Lambert-Reihen

Hiermit kénnen nun die Ableitungen der Gleichung (3.6) ausgerechnet werden:

ff)(v\T) dd2 ( ) +4m Z — sin(2m — 1)7 )
—1)2g2m1
m — 1)4g2m—1

(2
24) (v|7) = h® (v) + 4x° Z . q2m T sin(2m — 1)mv

1 2m T sin(2m — 1)7v
—q

m_162m 1

(2
v|T —h6) —A4x” sin(2m — 1)
V) Z T Sn@m = 1)

2 _ 1 8 2m 1
28)(2}\7) = h®) (v) 4 47° Z m 2m T sin(2m — 1)mv

Hieraus folgt an der Stelle v = 5:

@ <;> R i(—l)m‘l (277; - ;an_z;nl
m=1

F <;) B . mio:l(l)m_l (277; : (1]24;327:—1

719 <;> _ 4T Z ! : ;giqun_l

11 (;) 13857° 4 4r” Z ym1 (277; : (1133_27171—1

m=1

3.2 Lambert-Reihen von if"" (

)

oI

Analog zu f4 ldsst sich mit (1.19) eine Formel fiir fo herleiten: ®(v|27) hat Residuum
+1 bei v = 0 (mod 1,27) und —®(v + 7|27) hat Residuum —1 bei v = 7 (mod 1,27).
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3.2 Lambert-Reihen von if2(2k) (%)

Also ist:

fa(v|t) = @(v|27) — ®(v +7(27) + C
P (v|2r) Iy (v21)  d J
D1(w[27)  Va(w2r)  dv 8 1(v]27) = - log 0 (v]27)
e q4k
:WCOtWU+4W21_7q4kSin27rkv
k=1

o e q4mf2e2ﬂ'iv B q4m726727riv
mZ:1 1 — q4m—2627riv 1— q4m—2€—27riv

(*)

mit (+) = 27 Z <q(4m—2)k62m’kv q(4m—2)ke—2m‘kv)
m,k=1
(e}
— 9 Z <627rikv —27rikv> —2k _dmk
m,k=1
o gk
= 7471'2 T ¢ % sin 27kv,
k=1

oo 4k o 2k
also fo(v|T) = mcot v + 4w kz_; ﬁw sin 27kv — 4w kz_l ﬁw sin 2wkv

o 2k — gt
=mcotmv — 47TZ Tk sin 2wkv
—q
k=1

) ¢ (1 . q2kz)
= mcotmv — 4w E sin 2wkv
_ 2 2k
= (1—¢*%) (1+¢*)

© ok
= mcot mv — 47w Z lqi% sin 2wkv (3.8)
i1
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3 Lambert-Reihen

Hieraus folgt mit z = ™ und ¢ = ™"

© 2k
ifo (v + g’ T> = i cot(mv + 77 /2) — 4mi ; #q% sin(2mkv + 7kT)

% (zq1/2 + Z—1q—1/2)
1 (zq1/2 — z—lq—1/2)

— 1 2% —k
_47712714_(]%2—2,(2 q°—z q )
k=1
1+ 2% q % k  —2k —k
=Ty §1+ o (z q" —27%q >
2 o0 k
B 2°q q —2k 2k 2k
_7r-|-27r1_z2q—|-27r 15 (z — z%q )

k=1

o0 k
_ 9 2k k q ( -2k _ 2k 2k>
™+ WZ(Z q +1+q2k z 2°%q
k=1
=742 (sz (1 + 2k> + (zf% — %k 2k)>

o k
q
=7 +4r ——— cos 2wkv

Daher sind die Formeln fiir die Ableitungen:
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3.3 Lambert-Reihen von (fg)(%) (%)

..und an der Stelle v = 0:

i (3) = _167r3§::1 f’fj;nm (3.10a)
i (3) = 647r5§:1 17143727; (3.10b)
i (%) = —2567r7§31 1”1622; (3.10c)
iff¥ (3) = 10242° i lnfgqjm (3.10d)

3.3 Lambert-Reihen von (fé)(%) (3)

Die f2 sind elliptische Funktionen zweiter Ordnung zum Gitter L, = Z + 7Z. Ihre
Laurententwicklung um v = 0 fingt mit 1/v? an.

Nun rufen wir uns die Funktion ®(v|r) = 9| (v|7)/01(v|T) aus Gleichung (3.1) in
Erinnerung. Aus der Gleichung (3.2) folgt fiir die Ableitung von ®:

& (v+1r) =& (v +7|7) = ' (v|7),
also ist ®’'(v) eine elliptische Funktion mit Perioden 1 und 7. Explizit gilt:
> AT AONS
(b, 1 19 1 _ 1
(1) = oz o da(e) = 513 — (1)
Also hat diese Funktion Pole zweiter Ordnung im Nullpunkt (mod 1,7), die Laurent-

entwicklung beginnt mit —1/v2. Folglich ist die Summe fc% + @’ eine elliptische Funktion
ohne Pole, also konstant:

2
fa(vlr) = dd2 log 91 (v) + Cq (3.11)

In (3.11) koénnen wir jetzt die Produktdarstellung (1.9) von ¥;(v) einsetzen und er-
halten:

d _27T2q2m 2miv > 27Tiq2me—27riv
2
fa(U’T) _di {WCOt T + Z 2m627rw + Z 1— q2m6727riv + Ca
m=1
d . .
- {77 cot mv — 2mi Z Z @mr (627”’“’ — 6727”’“)) } + C,
m=1 k=1
d o q2k‘
:—% WCOtTrU+47T271_ 2kSin27TkJU + Cq
k=1
2 o0 2k
T 9 kq
= -8 —r 21k C 3.12
N wz_:l_q%cos TRV + Cq ( )
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3 Lambert-Reihen

Nun miissen wir wieder die zweite, vierte, sechste achte Ableitung dieser Gleichung
berechnen, zunéchst die Ableitungen von j(v) := bei v = 1/2:

Sln TV

7T2

i(1/2+0) = cos2 o

2 8
— 2 (1 49 <7T25') +16 (”f') 1272 (”5‘) + 7936 (”85‘) )

Bei v =1/2, d.h. § =0, lesen wir ab:

1 1 1 1
(2) - _ 2 4 (4) - _ 1 6 (6) - _ 2 2 8 (8) - _ 10‘
J <2> J (2) o, J <2> A 7936m

Nun Ableitungen der Gleichung (3.12):

2
(fa)@)( IT) = dd2 <](U — 87 Z 1= - COS 27va>

)+ 327 Z 1 cos 2mmv
- q
(fg)(4) (v|7) = j(v) — 1287° Z mg cos 2mmv
1 —qg?m
(fg)((s) (v|T) = .7( )+ 51278 Z — COS 2mmov
(1) (wlr) = 3 (v) — 204870 z o cosammo

Hieraus folgt an der Stelle v = %:

1 > m3q2m
(2> 2rt 4 327 ) (—1)™ g (3.13a)
<2> =167 — 1287° > (=)™ o (3.13b)
1 0 7.2m
<2) = 272n" 4 5120° ) (1) (3.13¢)
m=1 q
1 — 9 2m
<2) 7936m'0 — 2048710 Y (1) f”_qqm (3.13d)

m=1
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3.4 Lambert-Reihen von (fg)(%) (%)

3.4 Lambert-Reihen von (f2)™ (1)

Zuerst bilden wir mit der Notation z = €™, ¢ = ™", z = 2%q

2 2 2
—4
—— = - g = At g =t
sin® (v + 7/2) (2q/2 — 271¢71/2) (1 —22q) (1-=)
d d & >
= —4%3;% == —471':6% Z " = —Ar Z ma™
m=1 m=1
Formel (3.12) besagt

2 9 2m

v +C,—38 cos 2mmu

(vl7) sin“ o ¢ m Z — q2 4

Also ist
9 T
fa(v+§‘7)— —4%2 -
=C —47erz2mm 1+ q2m 22 Z2mgTm
o q 1— 1_ om ? q
m=1 q
o0
:C’a—47er22mm
—c,-se S

Ableitungen von Gleichung (3.14):

(f02{)(2) ( 2‘ ) d2 < — 872 Z - cos27rmv>

qum+z 2m 7m)

mq"™

_ 42m

—2m

g cos 2mmu (3.14)

4
=327 Z = g2m cos 2mmv
5 m
(4) g
(fo%) <v+§ >:—128 GZl—q COS 2mmv
f2 ©) v+ T|r) = 51248 — COS 2mmu
(12 (v+ 1
( 2)(8) <v + T > = —20487 10 Z cos 2mmv
@ 2 N 1 — ¢2m
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3 Lambert-Reihen

Hiermit folgt fiir v = 0:

B ()= 5
(52)@ (%) - _1287r6§::1 1771 Z;nm
(12)© (%) - 5127r8le 1m7gjm
(72)® (%) - 20487r1°mZ_1 f(gm

3.5 Einige Formeln und Schreibweisen

(3.15a)

(3.15b)

(3.15¢)

(3.15d)

Notation: § = n/d, falls d|n. Die folgende Formel wird bei 2, 6, 10, 14, 18 Quadraten

verwendet:

>

m=1

Z Z t —qumk

m=1 k=1

— — -1 k—1_t m(2k—1)
2D (1)l

_Zq Z kldt

n=1 d\
0=2k—1

_ Zq Z 1)5/2-1/2t — iEQ(n)q”
n=1

n=1 dln
5=1(2)

:>E£(n): Z ( 5/2 1/2dt Z dt — Z dt

dn din dn
0=1(2) 0=1(4) 0=3(4)

1_|_q2m

Diese Formel wird bei 6, 10, 14, 18 Quadraten verwendet:

0 i 2% — 1 tq2m71 x© i -
e 9 ) S R
m=1 q m=1 k=1
_ an Z (_1)m71dt
n=1 din
d=2m—1
_ an Z ( d/2 1/2dt ZEt
n=1 d|n
d=1(2)
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3.5 Einige Formeln und Schreibweisen

= E(n)= Y (-0)¥*12dh= " d - Y d (317

dln dln dln
d=1(2) d=1(4) d=3(4)

Diese Formel wird bei 8, 16 Quadraten verwendet:

= G(n) =) ()" 'd’ (3.18)

(—=1)" & (n)g"

¢

_ an(_l)n—l Z(_l)d+§dt _

n=1 d\n n=1

= &(n) => (-1)*d (3.19)

din
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4 Zwei bis Acht Quadrate

4.1 Zwei Quadrate

Aus der ,Linearkombination“ (2.18) entnehmen wir 793 = f4 (3). Nun zur Erinnerung
Gleichung (3.3): fi(v|7) = 1@ (% |Z) — 10 (v |Z). Wir miissen nun mit Hilfe von
Gleichung (3.4) ¢-Entwicklungen von & (i }%) und ¢ (% ‘%) berechnen:

> M
r :7T+27Tz —
2 1 —ig™ 1+zq

m
=742
7T+7TZ<1—Z(J 1+MJ>

q"(1+ig™) 4+ ¢™(1 —ig™)
= 27
- Z (1 —ig™ (1+zq )

m

q
= 4
m+ 772_: 15 g2m
m=1

und analog, man vergleiche den folgenden Ausdruck mit dem obigen,

3|7 > iq™ —iq™ 1|7
o 21) = x4 omi I
<4 2> T mﬂ;(l—iqm+l+iqm) <4 2>

Dies konnen wir jetzt direkt einsetzen

g2 1) _22Gl5) -2 (515) :1¢<

™ s ™

m

oo
q
=1+4
i Z 14 g*m
m=1

Nun kénnen wir Formel (3.16) einsetzen:

As(n) = AEl)(n) = 4 Z 5/2 1/240 Z 1)0/2- 1/20
din dln

§=1(2) 0=1(2)
d 2—1/2
_42 1212 — 4Ey(n _421—421
din din
dE|1(2) d= le,() d= 1(4)
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4.2 Vier Quadrate

Also ist Ay(n) vier mal der Uberschuss der Teiler von der Form 4k + 3 iiber die der
Form 2k + 1, was unter anderem heifit, weil Ay(n) > 0, dass es mehr von der ersten als
von der zweiten Form gibt.

4.2 Vier Quadrate

Aus der , Linearkombination® (2.19) entnehmen wir auch 7293 = f7 (3).
Weil fo (%‘ 7') = 0, folgt mit Gleichung (1.21) bei v = %:
T) = Cyp = —4n"q—log

1 1 1
o (LY _ 2L 2L
i <2> f4<2'7> f2<2 dg *® 95(0,9)
Nun verwenden wir die Produktdarstellung der ¥-Null-Werte aus (1.10):

U2(0,q) 9g1/4 Ty (14 q2m)2 = 2q1/4H$§:1 (1- q4m)2

2 d 194(O,Q)

- 12 2
4(0,q) [[he: (1 —¢* 1) [Lne: (1 —q™)
Hier wurde im letzten Schritt mit [ , (1 — qu)Q erweitert. [Bemerkung: Wenn man
diesen Schritt wegliefe, konnte man eine andere Formel herleiten, die natiirlich dieselben
Werte hat, aber schwerer zu berechnen ist: A4(n) = 8(—1)""1&;(n)]
Es folgt die Lambertreihe von 93

d 792(07 Q)

1 1 1
4 2
- )l == = 4g—1 4.1
U i <2> w12 = 8 ,0.g) -y
1 o0 mqm—l o 4mq4m—1
I CTE) S e
4q mzll_qm m:ll_qm
& m 0 4m
B mq dmq
m=1 m=1
mq™ >
_ _ k
=1+38 Z l—qm_1+8 Z qum
m>1 m>1 k=1
m#0(4) m#Z0(4)
(o ¢]
=148> | Y dfq¢ (4.2)
n=1 dn
d#£0(4)

Also ist A4(n) acht mal die Summe der Teiler, die nicht durch vier teilbar sind:

Ag(n) =8 > d
dn
d#0(4)
WEeil insbesondere immer 1 ein Teiler von n ist, der nicht durch vier teilbar ist, gilt
Aq(n) > 8, also ist der Satz von Lagrange bewiesen, dass sich jede natiirliche Zahl als
Summe von vier Quadraten darstellen ldsst. Dieser Satz wurde 1621 von Claude Gaspard
Bachet de Méziriac vermutet und 1770 von Joseph Louis Lagrange bewiesen.
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4 Zwei bis Acht Quadrate

4.3 Sechs Quadrate

Wenn wir die beiden Lambert-Reihen aus den Gleichungen (3.7a) und (3.10a) iiberneh-
men und in die Linearkombination aus (2.20) einsetzen, erhalten wir:

1 1 . T
ﬁg:ﬂ'?’ ( i <2) —! é/<2>)
2 2m—1

(2m — 1)%q m2q™"
_ 1 (
1742 )" 1— g2m—1 +16Z 1+ g2m

jetzt konnen wir die Formeln (3.16) und (3.17) einsetzen:

Ag(n) = 16 E4(n) — 4E5(n)

=16 > &= > &I|-4| D I D &

dn dn dn dln
0=1(4) 0=3(4) d=1(4) d=3(4)

4.4 Acht Quadrate

Um ¥§ und somit Ag(n) zu berechnen, miissen wir die beiden Reihen (3.13a) und (3.15a)
in die Linearkombination (2.21) einsetzen:

0 3.2m 3,m
m-q m-q

:1+162(_1)m1_ 2m+162 1 _ g2m

m=1 q m=1

& 3,.,m

m-q

:1+1621_(_q)m

m=1

Nun kann man Formel (3.18) einsetzen:

Ag(n) =16(—-1)"""¢3(n) = 16 Y _(—~1)"""d?
dn
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4.5 Wertetabellen

4.5 Wertetabellen

Hier findet sich nun fiir n < 20 eine Liste der Teiler von n, sowie der Teilerfunktionen
und der Anzahlformeln bis acht Quadrate:

Tabelle 4.1: Wertetabelle zwei bis acht Quadrate

n | Teiler E() AQ §1 A4 E2 Eé AG Cg Ag
1)1 1 4 1 8 1 1 12 1 16
21,2 1 41 -3 24 1 4 60 -7 112
31,3 0 0 4 32 -8 8 160 28 448
411,24 1 41 -3 24 1 16 252 71 1136
51,5 2 8 6 48 26 26 312 126 2016
61,2 3,6 0 01]-12 96 -8 32 544 | -196 3136
71,7 0 0 8§ 64| 48 48 960 344 5504
811,2,4,8 1 41 3 24 1 64 1020 | -583 9328
911,39 1 41 13 104 73 73 876 757 12112
10 | 1, 2,5, 10 2 8| -18 144 26 104 1560 | —-882 14112
11 [ 1,11 0 0 12 96 | -120 120 2400 | 1332 21312
12 | 1, 2, 3, 4, 6, 12 0 0]-12 96 -8 128 2080 | -1988 31808
13 | 1,13 2 8| 14 112 | 170 170 2040 | 2198 35168
14 | 1,2,7, 14 0 0|-24 192 | 48 192 3264 | 2408 38528
15 | 1, 3,5, 15 0 0| 24 192|208 208 4160 | 3528 56448
16 | 1,2,4,8,16 1 4| 3 24 1 256 4092 | 4679 74864
17 | 1,17 2 8 18 144 | 290 290 3480 | 4914 78624
18 | 1,2,3,6,9,18 1 4(-39 312| 73 292 4380 | -5299 84784
19 | 1, 19 0 0| 20 160 | -360 360 7200 | 6860 109760
20 |1,2,4,510,20| 2 8|-18 144 | 26 416 6552 | 8946 143136
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5 Explizite Formeln der Restglieder

Es ist z.B. qd%ﬁg =D nez n2q"2. In samtlichen expliziten Formeln fiir die Restglieder
werden solche Ableitungen von ¥-Null-Werten vorkommen. Wir werden deshalb eine
geschlossene Formel fiir deren Ableitungen angeben, wobei diese die Verwendung der
alternativen Notation aus Kapitel 1.6.3 erfordert, welche auch Glaisher, siehe [Gla9],
verwendete.

Jedoch werden nur Gleichungen (5.25) bis (5.30) spéter noch ben6tigt, in ihnen kommt
die Notation aus Jacobi’s Fundamenta Nova nicht mehr vor — diese wird lediglich fiir
den Beweis eben dieser Gleichungen verwendet.

5.1 Vorarbeit

Im Kapitel iiber vier Quadrate haben wir Gleichung (4.1) hergeleitet:

d Y2(0, q)
9% = 49— lo ’
37 Mg 9400, 9)

Hier setzen wir jetzt die Produktentwicklung von 92 und 94 aus (1.10) ein, was sich
durch den Logarithmus in eine Summe transformiert:

d 2q1/4 H;ole (1 . q2m) (1 + q2m)2

V3 = 4qg— log
dg [y (1= g?™) (1= g2m1)?
d 1 G o0
= 4qd7q {logZ + Zlogq—k 2 Z log (14 ¢*™) —2 Z log (1 — q2m1>}
m=1 m=1
1480 i(—l)mlo 1+ (=9™)
- qdq P g q

SR L
m=1 1+ (_q)m
Mit ¢ — —q (siehe hierzu das Transformationsverhalten, Kap. 1.7) geht dies tiber in:

o0
m(—q)™
=148y 1
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5.2 Ableitungen der ¥-Null-Werte

Aus der Produktdarstellung von 99 und 93 folgt nun die Produktdarstellung von
k := 9¥3/92, und somit die Summendarstellung von log k. Wir berechnen

49" Ty (1= ™) (L4 )

d d
2q— logk = 2q— log

dq dq [Ty (1—¢2m)% (1 4 ¢2m—1)*
d 1 - 2m . 2m—1
:2qdq{10g4+210gq+4mzz:llog(1+q )—47712::110g(1+q )}
—1+8qd Z " log (1 + q™)

d
m(—q)™ 4 2qd—qk
+ mzl 14 ¢m 4 k

Folglich gilt die folgende Formel, die das Ziel unserer Vorarbeit ist:

dk k
194
q— dq 9 V4

5.2 Ableitungen der v-Null-Werte

Fiir dieses Kapitel verwenden wir, wie Glaisher, die Notation von Jacobi’s Fundamenta
Nowa:

_/1 dz
V(1 —22)(1 — k222)

/ k2 x2dx
V(1= 22)(1 — k222)
/ V1 k2x2

1—x

1— 22

“=, ﬁ .
wobei der folgende Zusammenhang zu den ¥-Funktionen gilt (sieche (1.27)):
=93/92 K =92 /093 oK /m=p =132 4+ k%=1 (5.3)
Es gelten folgende Relationen, die wir aus den Integraldefinitionen ablesen:
E+J=K, FE -G =k’K, J+G=kK (5.4)
Aus den Integraldarstellungen folgt durch Differentiation:

e dE _ —J dJ _ kE dG
=T = — = = kK .
dk — kk? Ak~ k dk k2 ar =" (5:5)
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5 Explizite Formeln der Restglieder

Mit Formel (5.1) folgt:
dk k., k(Kp)? 2kk?K?
dq === (5.6)

Aus der Jacobi’schen Thetarelation k?+&2 = 1 folgt nun: kdk = —k'dk’ oder dk'/dk =
—k/kK', also mit Gleichung (5.6):
dk’ _ dkdk _ 2KKK?
Cag ~ Yaq dk 2
Es folgt mit (5.6) und (5.5):
dK dK dk G 2kK?K? 2K%G

dq T dk dq T kK2 n2 T g2
dE dE dk  —J2kK*K*  2KPK*J
Tag " ak%dq " Tk w2 T x2
aJ dJ dk  kE 2kk? K? B 2k’K?E
Yoy " ak¥dq " ¥2 2 T 2
G dG dk . 2kK°K?  2k°K”KP
Taq ~ axldq 2 2
Setze zur Verkiirzung der Notation A := 2K?2/72. Dann lauten obige Gleichungen:
d d d
qdqu = \kk"? qdqu =\G qdqu = \’E (5.8a)
d / /1.2 d 12 d 2112
qd—qk = -\k'k qd—qE = —Ak™J qd—qG = Mk K (5.8b)

Wir haben jetzt alle Ableitungen von k, k', K, J, E, G wieder durch die k, k', K, J, E, G
dargestellt. Dies fassen wir zu einer allgemeinen Formel zusammen:

u:=k"K"K"E*JPGY
logu = mlogk +nlogk’ +rlog K + alog E + 3logJ + vylog G
Hiervon lésst sich die Ableitung angeben:
qdi logu = A {mk"? —nk? + rG/K — ak”?J/E + BK’E/J + vk*k*K |G}
q
Dann setzen wir die Gleichungen k? = (J + G)/K und k" = (E — G)/K (siehe (5.4))
ein:
d
qd—qu =M/K{m(E—-G)—n(J+G)+rG
—a(E—-G)J/E+B(J+G)E/J+~(J+G)(FE—-G)/G}

2K
= WZU{(erBJr'y) —(n+a+y)J—(m+n—r+~)G
JG GE EJ
raf 45 1 | (59)
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5.2 Ableitungen der ¥-Null-Werte

Nun noch eine andere Darstellungsmoglichkeit dieser Formel, mit der folgenden No-
tation:

2K 4KFE 4KG . 4KJ
pP=—"" €=""3 9="3" J="3
v 7r T T
Dann sind die Relationen (5.4):
etj=p’ e—g=k?p jtg=kKp’ (5.10)
Auflerdem ist:
s me T3 T3
K=— EF=—- G==-= J === 5.11
2P 2’ 2’ 20 (5.11)

Mit A = 2K?%/7? = %pZ lauten obige Ableitungen (5.8a), notiert mit Hilfe des Diffe-
rentialoperator D := 2qd%:

D(k) = p*kk D(K) = p*G D(J) = p*k*E (5.12a)
D(K) = —p*K'k? D(E) = —p*k?J D(G) = p*k*K*K (5.12b)

Nun sind noch D(p), D(j), D(e), D(g) zu berechnen. Setze hierzu (5.11) in (5.12) ein:

D(p) = pg D(j/p) = pkZe
D(e/p) = —pk"*j D(g/p) = p’K*K"”

Die letzten drei dieser Gleichungen liefern mit Hilfe der ersten:

D(j) .D(p) _D() Jg

D J p)= — ] = R — pk2€
Gip) = 2D P DGk
D(e D D(e) eg
Diejpy= 20 P} _DO) _cg__ n,
p p P
D g D 1% D g 92
Dgfp) = 2O _ D) _ D) & _ oy
p p pp
Also ist
D(j) = jg = p*k’e, D(e) — eg = —p*k"?j D(g) — g° = p'k*k"”
Und insgesamt:
D(k) = p*kk" D(p) = pg D(j) = p’k*e + jg
D(K') = —p°k'k? D(e) = —p*k?j + eg D(g) = p*k2K? + ¢?

45



5 Explizite Formeln der Restglieder

Schliefllich definieren wir allgemein

u = k_mkmprea]ﬂg'y
logu = mlogk +nlogk’ +rlogp+ aloge+ Blogj + vlogg

D(u)

D(logu) = —~ = mp*k"”* —np?k?® +rg
u

2]{3/2 . 2]€26 4]{22]{,'/2
—a? . J +ag+ﬂpj +Bg+’yp

+79

Und mit den Relationen (5.10):

D(u)

U

=m(e—g)—n(+g) ++a+tB+7)g

-

(669),7' +ﬁ(j+jg)6 +,Y(J'+9)(6*9)

—(m+ Bt et (rmm—ntatB)gt(—n—a—1)j
aﬂ—kﬁgf.e-l—’yg
€ J g

Also ist

d
2qd7kmk/npreo¢jﬁg'y _ kmk/npr{(m_‘_lg _i_,y)ea-i-ljﬁg’)/
q

+(r—m—n+a+B)e PPt — (n4 a+~)e*PHig7
+ aea—ljﬂ+lg'y+1 + ﬁea—&—ljﬁ—lg'y—i-l + ,,Yea—l—ljﬁ—f—lgq/—l} (517)
5.3 Restgliedformeln

Obige Formel ist mit m =n = 0:

D(preajﬂg’Y) =p"{(B +’y)ea+1jﬂg’y +(r+a+ B)eajﬁg'y+1 —(a+ ’y)eajBJrlgV
+ae®™ I g g geet Al il qeat ALY (5.18)

Wir benétigen nun die ersten vier Ableitung von 93(q) = p'/2.

2D(p'/?) =22 “n’q™ = p'/*{g}
22D*(p'/?) =24 “n'q" = p'*{2eg + g* + 2¢j — 295}
23D3(pl/2) =26 Z nﬁq”2 = p1/2{862g + 6eg® 4 g° + 8e%j — 2egj — 6975 — 8ej% + 8g5%}
24D4(p1/2) =28 Z nsq”2 = p1/2{32639 + 60e2g? + 12eg® + g* + 32¢35 — 8e%gj

— 12eg?j — 12§ — 68e%52 + 8egj® + 60g%5% + 32¢j5° — 32¢5°}
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5.3 Restgliedformeln

Mit Hilfe der Relationen (5.10) lassen sich in den Termen e und j eliminieren:
Sp =20 Znoqn2 _ p1/2
Sy =223 0™ = p'/*{g}
Sy =21 Z nig® = p?{3g% + 2K2k"p"}
Sg=20)" nSq"" = p'/2{15¢ + 30gk%k"2p* + 8K2K2 (K2 — k2)p®}
Ss =283 nBq™ = pl/?{1054" + 4204%k k%"
+ 224gk% K2 (K — k) p5 + (32k2K" — 132k K" p5)
Hieraus folgt:
S4S0 — 355 = 2k2K" p° = 205030} (5.19)
S48 — 35558 = 2k k" pb = 2059309 (5.20)
S6S3 — 15545552 + 30555y = 8K*k?(k? — k) p® = 8930395 (9] — 03) (5.21)
SgSg — 285655 + 3552 = 8(4k2k? + EAE™)p° = 8(49593007 + ¥50295)  (5.22)
Sg.S3 — 28565258 + 355358 = 8(4k2K? + k'K p!0 = 8(49303209% + ¥50309%)  (5.23)
5352 — 654528 + 955 = 4k k" p® = 40950939} (5.24)

Die erste Gleichung lasst sich nun wie folgt darstellen:

x| (00) 50) () (50

=16 Z {a4 — 3a2b2} q“2+b2
a,b

=16 i Z at —3a%? | "
n=0

a2+b2=n
= 20309309 (5.25)

Das ist also eine explizite Formel fiir die Koeffizienten von 29319%193, in Abhangigkeit

der Darstellungsmoglichkeiten von n als Summe zweier Quadrate. Diese Koeffizienten

werden wir spéter bis auf einen Vorfaktor mit y4(n) benennen und im Kapitel iiber zehn

Quadrate verwenden.

Analog dazu berechnen wir die Koeffizienten von 19%19%193 in Abhéngigkeit der Darstel-

lungsmoglichkeiten von n als Summe von vier Quadraten. Hierzu multiplizieren wir die

eben berechnete Gleichung mit SZ = > cd VEREE
o0
SuSj — 38555 =2 > a* —3a%0% | "
n=0 \a2+b24+c2+d?=n
= 203030} (5.26)
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5 Explizite Formeln der Restglieder

Diese Koeffizienten werden wir spéter bis auf einen Vorfaktor mit €(n) benennen und
im Kapitel tiber zwolf Quadrate verwenden.

Die folgenden Koeffizienten werden im Kapitel iiber 16 Quadrate fiir die Berechnung
von O(n) bendtigt:

S6Sy — 15815255 + 30835y =20 > d® 150" + 3007 | ¢"
n=0 \a2+b2+c2+d?=n
= 8930305 (V] — 03) (5.27)

und diese im Kapitel iiber 18 Quadrate fiir die Berechnung von yg(n):

o0
SsSo — 28565, +3557 =28 [ > a®—28a%° + 35a"b" | ¢"

n=0 \a2+4b%2=n

= 8(40930309% + 95020%) (5.28)

und diese im Kapitel iber 20 Quadrate fiir die Berechnung von x§(n) und L(n):

SsS3 — 28565257 + 355755 =2° ) ST - 28052 + 354"t | ¢
n=0 \a2+b2+c2+d?>=n
= 8(49393%0; + V3050%) (5.29)
S7S8 — 654838y + 955 = 2° Z Z a*bt — 60022 + 942022 |
n=0 \a2+b2+c2+d?>=n
= 49509305 (5.30)

Die Gleichungen (5.25) bis (5.30) sind nun das Einzige, was wir aus diesem Kapitel
5 iibernehmen. In ihnen kommt auch die Notation aus Jacobi’s Fundamenta Nova nicht
mehr vor, weil eben jene Linearkombinationen der Ableitungen Sy nicht mehr von e, g
und j abhéngen.
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6 Zehn und Zwolf Quadrate

6.1 Zehn Quadrate

Wir setzen die beiden Lambert-Reihen von den Gleichungen (3.7b) und (3.10b) in die
Linearkombination (2.22) ein:

910 — (f4 ( >+ ifst (2)>+5192194194

16m4qm 4 L Cm=1m 2 gy
I+5 Z 14 ¢g2m 5 Z(_l)m 1— g2m—1 + 5193192794

m=1

Dann benennen wir die Koeffizienten des Storterms mit x4(n)
o
PBoL01 = 16" xaln)g” 6.)

xa(n) ist ganzzahlig, da wegen (1.10) in 93 ein Faktor 2% auftaucht.
Mit der Gleichung (5.25) folgt:

939595 = 8 Z Z at —3d®b* | ¢" =16 Z x4(n)q" (6.2)
n=1 a2+b2:n n=1
Also ist
1 1 1 )
xa(n) = 3 Z (a* — 3a%p%) = 1 Z (a* +b* — 6a%b?) = 1 Z (a +ib)*

a24+b2=n a2+b2=n a24b2=n

(6.3)
In dieser Darstellung wird auch klar, warum Glaisher diese Funktion x4 genannt hat.

Nun kann man die Formeln (3.16) und (3.17) anwenden:

Aqo(n) 7{16E4 ) + Ea(n) + 8xa(n) }

zg 3 16d* - Z 16d" + Y dt— Y d*+8xa(n)

d|n dn djn
0=1(4) o= 3(4) d=1(4) d=3(4)

Nun untersuchen wir in Kapitel 6.1.1 noch einige Eigenschaften von y4(n), ndmlich
dass x4(2n) = —4xa(n) (6.5) und x4(4n+3) = 0 (6.8) und geben eine Rekursionsformel
fir x4(4n +1) an
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6 Zehn und Zwolf Quadrate

6.1.1 Rekursive Berechnungsformel fiir y,(n)

Um zu zeigen, dass x4(2n) = —4xa(n) und x4(4n + 3) = 0 gilt, sowie um eine rekursive
Berechnungsformel fiir x4(4n + 1) herzuleiten, werden wir exzessiv vom Transformati-
onsverhalten der ¥-Funktionen Gebrauch machen (siche Kapitel 1.7).

Zur Erinnerung die definierende Gleichung (6.1):

959395 =16 > _ xa(n)q"
m=1

Nun bilde ¢ — q% und teile durch 4:

0003 208+ )R 0 = R = ) =4 3
Es folgt durch Addition:
930391 = 16 i Xa(n)g" +4 i xa(n)g2"
m=1 m=1
=4 3 (4xa(n) + xa(2n)) ¢" + 4 i xa(2n + 1)g2 @)
m=1 n=0

Fiir ¢ — —q gilt 930397 — 9309397, es tritt also ein Faktor i auf. Deshalb darf 939350}

nur ungerade Potenzen von q% enthalten, und es folgt:
>0 1
930804 =43 va(2n + 1)g2Cn Y (6.4)
n=0

4xa(n) + xa(2n) =0 (6.5)

In der ersten dieser Gleichungen nun ¢ — —¢g und den Faktor ¢ kiirzen:

93030] = 4 i(—l)"m(?n +1)gz D (6.6)
n=0
Nun (6.4) £+ (6.6):
2020307 = 8 f: xa(4n + 1)gzn+D) (6.7)
n=0
0=8 i xa(4n + 3)qz(4n+3) (6.8)
n=0

Wir haben also gezeigt, dass x4(4n + 3) = 0 ist und dass x4(2n) = —4x4(n) ist. Aus
(6.7) leiten wir noch eine rekursive Formel fiir x4(4n + 1) her:
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6.1 Zehn Quadrate

Zuerst ¢ — q% in (6.7) und mit 4 kiirzen:

9o030% =23 xa(4n + 1)g14n D (6.9)
n=0
Dann ¢ — —q und mit i*/2 = /4 kiirzen:
920504 = 2) (—1)"xa(4n + 1)1+ (6.10)
n=0

Weil aber 93 = 1+163 0% (—1)""1(3(n)g" (siehe (11.1d)), folgt die rekursive Formel
fiir x4(4n + 1) mit Hilfe von (1.12) nach Erweiterung mit 19;:

(1 e Z ¢ ) (Z 1)nX4(4n —+ 1)q}1(4n+1)>

n=0

Y3 l1921955194

—<1/422k+1 kk+k> (1—}—162 n1<3 )

1929394 05

Koeffizientenvergleich vor qi(‘m“) = q%q” liefert nach Kiirzen mit (—1)":

Xa(dn+1) + 2 (1) xa(dn + 1 — 4k?)
k>1

=169 > (2k+1)(-1)fC(n— (K> + k) p,

k>0
wobei zur Verkiirzung der Notation (3(0) := —% gesetzt wurde.
Die ersten Summationsglieder, die zur Berechnung einer Tabelle bis 4n + 1 = 61

reichen, lauten:

xa(4n +1) — 2x4(4n+ 1 —4) + 2x4(4n + 1 — 16) — 2x4(4n + 1 — 36)
24 (4 + 1 — 48) = —16 {Cs(n) — 3Cs(n — 2) + 5Cs(n — 6) — T¢s(n — 12)}
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6 Zehn und Zwolf Quadrate

6.2 Zwolf Quadrate
Wir setzen die beiden Reihen (3.13b) und (3.15b) in die Linearkombination (2.23) ein:
(iv) (i) (T
= ok (<f2> (2> (8 G) s

52m

_1—82 1_q2m Z +194194194

m=

(1— (-
:1+82mq T qu> >+z9319§z93

—1+82 — + 03039)

Dann benennen wir die Koeffizienten des Storterms mit Q(n)

/

4 00 00
V39595 = (il) =16q [] (1 - )" = 16> Q(n)q" (6.11)
m=1 n=1

Die mittlere Gleichung folgt aus der Produktdarstellung (1.10), hier zeigt sich auch schon
Q(2n) =0.
Mit Formel (3.19) folgt:

App(n) =8 {(-1)" & (n) +2Q(n)} =84 (=11 (-1)*d° +20(n)
dln

Fiir Q(n) geben wir jetzt eine explizite Formel (6.13) an, zusétzlich geben wir in
Kapitel 6.2.2 eine Rekursionsformel fiir 2(2n + 1) an (beachte Q(2n) = 0).
6.2.1 Explizite Darstellung fiir 2(n)

Gleichung (5.26) lautet zunéchst:
o
930307 = 8 Z Z a* —3a** | ¢"

n=0 \a2+b24c2+d?=n

Also ist nach der Koeffizientendefinition (6.11) von Q(n):
Qn) = = > a* — 3a%b? (6.12)
a?2+4b24c2+d?=n

Man kann (n) auch mit Hilfe von Quaternionen schreiben:

1
Qn)=< Y (a+ib+ic+izd)’ (6.13)
a?+b2+c?+d?=n
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6.2 Zwélf Quadrate

wobei iiber alle Quaternionen mit Norm /n summiert wird (mit ganzzahligen Koeffizi-
enten vor den Basisvektoren 1, i1, io und i3).

Fiir den Nachweis, dass diese Quaternionenschreibweise die selben Werte liefert, rech-
nen wir (a + i1b + igc + izd)* = a* — 6a%(b? + 2 + d?) + (b® + % + d?)? — 4ijab(—a® +
b2+ 2 + d?) — disac(—a® + b? + 2 + d?) — dizad(—a® + b + ¢? + d?), also sind die drei
Imaginérteile ungerade Funktionen in a. Weil mit (a,b,¢,d) auch (—a,b,c,d) ein Qua-
ternion mit Norm n ist, heben sich die Imaginérteile (wie das ja auch zu hoffen war) in
der Summation gegenseitig auf. Es folgt:

1
Q(n) = 3 Z {a4 — 6a%b? — 6a%c? — 6ad® + bt + ¢t + d* + 2072 + 222 + 2d2b2}

= % Z {4a4 — 12a2b2} = %Z {a4 - 3a2b2}
wobei benutzt wurde, dass mit (a, b, ¢, d) auch alle Permutationen davon Lésungen sind,
und man deshalb beispielsweise eine Summe iiber b* auch als Summe iiber a* schreiben
kann.
Wir haben also gezeigt, dass die Funktion (n), die urspriinglich als Koeffizient defi-
niert wurde, sich durch Quaternionen berechnen lésst:

1 1
Qn) = 2 Z (a+i1b+izc + igd)" = 3 Z at —3a%0*  (6.14)
a?+b2+c2+d?=n a?2+4b2+c2+d?=n

6.2.2 Rekursive Berechnungsformel fiir 2(2n + 1)

Glaisher gibt zur Berechnung von (2n + 1) (beachte ©(2n) = 0) neben der expliziten
Formel auch eine rekursive an, die nicht so schon ist, aber schneller zur Berechnung von
Wertetabellen von Hand ist.

In Gleichung (6.11) bilde man g — q% und teile durch 4:

1 0o
Z(2’l92ﬁ3)2(19§ + 19%)2(195 _ 19%)2 — 19%19:2#98 _ 42 Q(2n + 1)q%(2n+1)
n=0

Zur Erinnerung Gleichung (6.9):

V99305 = 2 Z x4(4n + l)qi@m“)

n=0

Es folgt mit den Reihen (1.2) und (1.12):

(q”‘* > @k + 1><—1>’“q’“2+k> > xaldn +1)gi D
k=0

n=0
1920504 L02939%
oo oo 1
2
= <1+2Z(—1)kq’f ) > Q@2n + 1)g2m Y (6.15)
k=1 n=0
94 1929295
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6 Zehn und Zwolf Quadrate

4n+1) 2n+1).

und der Koeffizientenvergleich vor q%q%( = q%(
Q2n+1)+2 D (-DFQ2n+1 -2k
E>1
dn+1-2k2>1

= > (2k +1)(=1)*xa(4n + 1 — 4(k* + k)) (6.16)
E>0
An+1-4(k%+k)>1

Nun wieder die ersten Summanden bis 2n + 1 = 49:

Q2n+1)+20(2n+1-2) —20(2n+1—8) +20(2n +1 — 18) — 2Q(2n + 1 — 32)
=xa(4n+1) —3xa(4n +1—8) + 5xa(dn + 1 — 24)
~ Tya(dn + 1 — 48) + 9xa(dn + 1 — 80)

6.3 Wertetabellen

In diesem Kapitel berechnen wir auch gleich Werte von yg(n), welche bei 18 Quadraten
benétigt werden, sowie von ©(n) fiir 16 Quadrate, da deren Berechnung analog zu x4
bzw. 2 verlauft.

Es sind die Formeln (6.3) und (9.7):

1
x4(n) = 1 Z a* +b* — 6a*b?
a?+b%2=n
1
xs(n) = 1 Z a® + b® — 284°0 — 2842b° 4 70a’b?
a?+b%2=n

Die Summanden sind symmetrisch beziiglich Vorzeichenwechsel und Permutationen in
(a,b). Wir fassen daher alle die Darstellungen (a,b) mit a? + b?> = n zusammen, die
durch Vorzeichenwechsel und/oder Permutationen ineinander iibergehen. Also verbleiben
z.B. alle Darstellungen mit @ > b > 0, wobei die Entartung (in den Tabellen mit ,#*
bezeichnet) zu beriicksichtigen ist. Wir benennen auch [aﬂ = a*+b* und [aQbQ] = a?b?
und [a®?] := a®b?+b%a%. Diese Notation wird vor allem fiir Q(n) und ©(n) (siche unten)
hilfreich sein, ist an diesem Beispiel aber gut zu erklaren. Wir verstehen also unter einem
Ausdruck in eckigen Klammern eine Summe iiber alle Ausdriicke diese Typs. Somit
verdndern sich die Summen:

Z at + vt — Z # - [a4] ::Z[a4]
a?+b?=n a?+b2=n n,2

a,beZ a>b>0

Der Index in der Summe erinnert daran, dass es sich um Darstellungen von n als Summe
von zwei Quadraten handelt, was insbesondere fiir den Entartungsgrad # von Bedeutung
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6.3 Wertetabellen

ist. In dieser Notation lauten die expliziten Formeln, mit denen dann die Werte in Tabelle
6.1 berechnet werden:

xa(n) = %Z [aﬂ —6 [aQbQ]

xs(n) = EZ [a®] — 28 [a®°] + 70 [a"b"]
n,2

Tabelle 6.1: Darstellungen als Summe von zwei Quadraten

n | Darst. # kurz | [a?] [a?b?] X4 [a®]  [a%?%] [a*bY] X8
1|1°4+0° 4 104 1 0 1 1 0 0 1
212412 4 114 2 1 4 2 2 1 16
4122402 4 204 16 0 16 256 0 0 256
522412 8 2Ig 17 4 14 257 68 16 ~1054
822422 4 22 32 16 64 512 512 256 4096
932402 4 304 81 0 81 | 6561 0 0 6561
10 | 32+12 8 3lg 82 9 56 | 6562 738 81 16864
13 [ 32422 8 32 97 36 —238 | 6817 3492 1296 478
16 | 424+0%2 4 404 | 256 0 256 | 65536 0 0 65536
17 | 42 +12 4 414 | 257 16 161 | 65537 4112 256 31679
18 [ 324+32 4 33, | 162 81 324 | 13122 1458 6561 431568
20 | 42422 8 42g | 272 64 224 | 65792 17408 4096 269824

Nun gehen wir mit den Formeln (6.14) und (8.9) genauso vor:

1
Qn) = 3 Z at — 3a*V?
a2+b24c24+d?=n

2

(=1
O(n) = (6) Z a® — 15a*b? + 30a2b*c?
a?+b24c2+d?=n

Die Summanden sind symmetrisch beziiglich Vorzeichenwechsel, jedoch nicht unter Per-
mutationen in (a, b, ¢, d). Dies erzwingen wir nun wie folgt: Wir schreiben zunéchst wieder
[a4] =a* + b+ ¢ + d* und [a4b2] fiir eine Summe von 12 Termen dieses Typs, ana-
log die anderen Ausdriicke. Wir kénnen, weil in obiger Formel iiber alle Darstellungen
n = a® + b + ¢ + d? summiert wird, auch a*b? in der Summe durch [a4b2] /12 ersetzen,
genauso die anderen Ausdriicke. Somit haben wir die Summanden symmetrisiert und
beschrinken uns auf eine Summe tiber diejenigen Darstellungen mit a > b>c¢>d > 0,
unter Berticksichtigung der Entartung #:

Y-y

n,4 a?4+-b2+c2+d?=n
a>b>c>d>0
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6 Zehn und Zwolf Quadrate

Wir fassen also wieder alle die Darstellungen (a,b,c,d) mit a®> +b? +c® +d> = n
zusammen, die durch Vorzeichenwechsel und /oder Permutationen ineinander iibergehen.

In dieser Notation lauten die expliziten Formeln, mit denen dann die Werte in Tabelle
6.2 berechnet werden:

Qn) = 3 Z [aﬂ -2 [a2b2}
n,4
Om) = 2V S (5] — 5 (a2 + 30 [a262e?)

n,4
Mit Hilfe der Tabellen 6.1 und 6.2, sowie Ey, E}, &5 (verwende Tabelle 4.1 auf Seite

41 und die Definition in Kap. 3.5) kénnen wir dann die Anzahlformeln fiir 10 und 12
Quadrate berechnen.
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6.3 Wertetabellen

Tabelle 6.2: Darstellungen als Summe von vier Quadraten

n | Darst. ‘ [a4] [aQbQ] Q Qn) ‘ [a6] [a4b2] [a2b202] C) O(n)

1 | 1000g 1 0 1 1 1 0 0 1 1

2 | 110094 2 1 0 0 2 2 0 -8 -8

3 | 111039 3 3 -12 -12 3 6 1 12 12

4 | 111145 4 6 -16 0 4 12 4 128/3 64
2000g 16 0 16 64 0 0 64/3

5 | 210048 17 4 54 54 65 20 0 —210 —210

6 | 21109g 18 9 0 0 66 42 4 —96 -96

7| 2111g4 19 15 —88 —88 67 66 13 1016 1016

8 | 220094 32 16 0 0 128 128 0 -512 -512

9 | 22109g 33 24 —180 —99 129 168 16 2772 —2043
3000g 81 0 81 729 0 0 729

10 | 22119g 34 33 384 0 130 210 40 1120 1680
310048 82 9 384 730 90 0 560

11 | 31109g 83 19 540 540 731 182 9 1092 1092

12 | 222039 48 48  —192 0 192 384 64 256 768
311164 84 30 192 732 276 28 512

13 | 222144 49 60 568 —418 193 444 112 10664 1382
320048 97 36 150 793 468 0 9282

14 | 3210199 98 49 0 0 794 578 36 8128 8128

15 | 3211499 99 63 648 —648 795 690 85 —-2520  —2520

16 | 222244 64 96 —256 0| 256 768 256  8192/3 4096
4000g 256 0 256 4096 0 0 4096/3

17 | 32209 113 88 —756 594 857 1064 144 1716 14706
410048 | 257 16 1350 4097 272 0 16422

18 | 3221190 | 114 105 2304 0 858 1194 232 14784 16344
330024 162 81 0 1458 1458 0 5832
41109 | 258 33 2304 4098 546 16 7392

19 | 33109 | 163 99 420 836 | 1459 1638 81 51612 —-39940
4111¢4 259 51 1256 4099 822 49 11672

20 | 3311gg 164 118 -864 0| 1460 1820 180  —8960 —13440
42004g | 272 64 864 4160 1280 0  —4480
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6 Zehn und Zwolf Quadrate

Tabelle 6.3: Wertetabelle zehn bis zwolf Quadrate

n E, E} X4 Ao &5 Q A1
1 1 1 1 20 1 1 24
2 1 16 —4 180 -33 0 264
3 -80 80 0 960 244 —-12 1760
4 1 256 16 3380 -993 0 7944
5 626 626 -14 8424 3126 54 25872
6 -80 1280 0 16320 —-8052 0 64416
7 -2400 2400 0 28800 16808 —88 133056
8 1 4096 -64 52020 -31713 0 253704
9 6481 6481 81 88660 59293 -99 472760
10 626 10016 56 129064 —103158 0 825264
11 -14640 14640 0 175680 161052 540 1297056
12 -80 20480 0 262080 | —242292 0 1938336
13 28562 28562 238 386920 371294 418 2963664
14 —2400 38400 0 489600 | —554664 0 4437312
15 -50080 50080 0 600960 762744 —648 6091584
16 1 65536 256 840500 | —1014753 0 8118024
17 83522 83522 322 1137960 1419858 594 11368368
18 6481 103696 324 1330420 | —1956669 0 15653352
19 | 130320 130320 0 1563840 2476100 836 19822176
20 626 160256 —224 2050344 | —-3104118 0 24832944
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7 Vierzehn Quadrate

Um 91* und somit A14(n) zu berechnen, miissen wir die beiden Lambert-Reihen von den
Gleichungen (3.7¢) und (3.10c) iibernehmen und in (2.24) einsetzen:

2m_1)6 2m—1
_61_42 — g2m-1

— + 91095093094

Dann benennen wir die Koeffizienten des Storterms mit W(n):
oo
959505 =16 Y~ W(n)q" (7.1)

W (n) ist ganzzahlig, da wegen (1.10) in 95 ein Faktor 2% auftaucht.
Jetzt konnen wir die Reihen (3.16) und (3.17) einsetzen:

= Ayy(n) {64E6 — Eg(n) + 364W (n)}

4 6 6 6 6
=& dz|:d— dz|:d+64dz:d—64dz:d+364W(n)
d=4k+3 d=4k+1 o=4k+1 6=4k+3

Indem wir Gleichung (5.26) nochmals mit S3 = > ¢t = ¥3 multiplizieren erhalten
wir W (n) durch die Darstellungen von n als Summe von sechs Quadraten:

SuSp — 38553 =24 > at —3a%0% | "

n=0 02+b2+02+d2+82+f2:n

= 2050501 = 32> W(n)q"

Also gilt die folgende explizite Darstellung fir W (n):

Wn) = = 3 ot = 30207 — % 2; 5lat] — 6la2?]  (7.2)

a2 +b2 +C2 +d2 +€2 _;’_f2 =n
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7 Vierzehn Quadrate

Sie ist aber leider zum Rechnen ziemlich unpraktisch, da sich groflere Zahlen n auf
sehr viele Weisen als Summe von 6 Quadraten schreiben lassen. Wir werden nun deshalb
(siche 7.1) zeigen, dass W (4n) — 4W (2n) + 64W (n) = 0 gilt, sowie W (2m) = 4W(m)
(falls m = 4k +1) bzw. W(2m) = —28W (m) (falls m = 4k+3). In 7.2 und 7.3 zeigen wir
dann rekursive Berechnungsformeln (5(n) — W(4n+1) und Q(2n+1) — W (4n+3).

7.1 W(n) auf ungerade Argumente reduzieren

Im diesem Kapitel sei m immer eine ungerade Zahl, m := 2n + 1.
Ersetze ¢ - —q in (7.1):

—9303095 = 16 i(—l)”W(n)q" (7.3)

n=1

Dann berechne (7.1) + (7.3):

9309395 (95 — 93) = 16 Y _ 21 (2n)¢>" (7.4a)
n=1

93959503 + 03) = 16 > 2W (2n + 1)g*""! (7.4b)
n=0

Dann ersetze ¢ — ¢/

8950305 = 32 W (2n)q" (7.5a)
n=1

8030305 = 32> W (2n + 1)gz 2+ (7.5b)
n=0

Dann berechne (7.1) — %(7.53.):

V939597 — 93030% = 03929503 — V1) = 950301 = i(lGW(n) — AW (2n))¢"  (7.6)
n=1
Dann ersetze ¢ — —q:
930397 = 4 i(—l)"(élW(n) - W(2n))q" (7.7)
n=1
Dann berechne (7.7) + (7.6):
V939393 (03 +93) = 8 i(éLW(Qn) — W(4n))g*" (7.8a)
n=1
V393093 (93 — 93) = —8 i(4W(2n +1) =W (2(2n + 1)))¢g*" ! (7.8b)
n=0
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7.1 W (n) auf ungerade Argumente reduzieren
Dann ersetze ¢ — ¢*/2:
(20203)* (03 + 03) (05 — 03)(205) = 320505(05 — v3)
= 32050501 =8> (4W(2n) — W (4n))q" (7.9a)
n=1
(20293)" (V3 + 93) (95 — 93)(203) = 320305(05 — V)

= 32195’19§q94 = -8 Z(4W(2n +1)—W(2(2n + 1)))q§(2n+1)

n=0
(7.9b)
Starte jetzt mit Gleichung (7.5b) und ersetze ¢ — —q:
930805 = 43 W (2n + 1)gz Y (7.10a)
n=0
930504 = 4 (~1)"W(2n + 1)gz "+ (7.10b)
n=0
In (7.10b) wurde ein Faktor i gekiirzt. Jetzt (7.10b) £ (7.10a):
93080303 + 0) = 83" W(4n + 1)gz(n Y (7.11a)
n=0
93080404 — vd) = 050801 = —8 " W(an + 3)gz 4+ (7.11b)
n=0
Jetzt ¢ — ¢1/2%:

(20505) (93 + 03)%(93 — 93)%((93 + 03)° + (93 — ¥3)2) = 20205(9% — 93)2(20% + 20%)

= 4929305 (03 + U3) = 8 Z W (4n + 1)gin+D)
n=0

(7.12a)
(20293)* (095 + 93)* (95 — 93)* = 8U305(J5 — 03)?

= 8030305 = —8 ) W (dn + 3)¢i(1"+?)
n=0

(7.12b)
Es lauten (7.9b) und (7.11b):

—4030394 = N (AW (20 + 1) — W(2(2n + 1)))q2 "+

n=0

—493940% = 32" W (4n + 3)gzn+d)

n=0
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7 Vierzehn Quadrate

Hier fiithren wir nun einen Koeffizientenvergleich durch. Weil in der zweiten Gleichung
nur jeder zweite Exponent der ersten Gleichung vorkommt, erhalten wir:

AW (4n +1) — W(2(4n +1)) = 0
AW (4n + 3) — W (2(4n + 3)) = 32W (4n + 3)
also
W (2m) = 4W (m) (m = 4n + 1) (7.13a)
W(2m) = —28W (m) (m =4n+3) (7.13b)
Es lauten (7.1) und (7.9a):

4950501 = 64> W (n)q"
n=1

4959595 = > (AW (2n) — W (4n))q"
n=1

Hier folgt aus dem Koeflizientenvergleich:
AW (2n) — W (4n) = 64W (n) (7.14)

Nun haben wir drei Formeln (7.13a), (7.13b), (7.14) gefunden, mit denen wir grofe
gerade Argumente rekursiv auf kleinere ungerade zuriickfithren konnen. Nun leiten wir
aus diesen drei rekursiven Bedingungen explizite her:

Sei m eine beliebige ungerade Zahl, nenne u, = W (2"m). Gleichung (7.14) lautet
dann u,49 — 4,41 + 64w, = 0. Um aus dieser rekursiven Folge eine explizite zu machen,
machen wir zunéichst den Ansatz u, = ¢". Dann erfiillt jedes ¢ mit ¢> — 4q + 64 = 0 die
Rekursionsbedingung, also g12 = 2 & 2i+/15. Folglich kénnen A, B so gewihlt werden,
dass auch die Anfangsbedingungen uy = W(m) und u; = W (2m) erfiillt sind, also
ur = Aq] + Bgj gilt. Falls m =4n+ 1, ist up = A+ B = W(m) und u1 = Aq1 + Bg2 =

W (2m) = 4W(m), also A = %W(m) und B = — EO%EW(m) Falls m = 4n+3, ist
ug =A+B =W(m)und u; = Ag1+Bge = W(2m) = —28W (m), also A = %W(m)

und B = 1_Z?\/EVV(m) Es folgt:
(1 4 i\/ﬁ)T+l _ (1 _ i\/B)T'Jrl

W(2"m) = AT - 2"W(m) (m=4n+1) (7.15a)
und fir r» < 5:

m=4n+1| m=4n+3
W(2m) AW (m) —28W (m)

W (4m) —48W (m) | —176W (m) (7.16)

W(8m) | —448W (m) 1088W (m) '

W(16m) | 1280W (m) | 15616W (m)
W (32m) | 33792W (m) | —T168W (m)
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7.2 Rekursive Berechnungsformel fiir W(4n + 1)

Diese Formeln erlauben nun, sich bei der Berechnung der Werte von W (n) auf ungerade
Argumente zu beschranken.

7.2 Rekursive Berechnungsformel fiir W (4n + 1)

Aus den Gleichungen (2.3) und (2.7) folgt:

1

s (D2 + (1D(r/2)) = 3 (9504~ 0d) + 93095 — v3)

= 95 — 20505

Setze nun die Lambertreihen (3.13b) und (3.15b) ein:

1 > . m5q2m > m5qm
o (D2 + (AW (/2) =1 - PP TR D
_ - 5 ml + (_Q)m
=1- SmE:lm 1= gm
e m5qm
=1-8
mzzl 1= (=g)
=1-8) (1) G ),
n=1

wobei im letzten Schritt Gleichung (3.18) verwendet wurde.
Nun ist mit ¢ — —q:

o0
1+8 Z Cs(n)g™ = 9% + 20303
n=1
Zur Erinnerung Gleichung (7.12a):

Io0305 (04 +93) =23 W(dn + 1)gitin+D)
n=0
Es folgt mit 95 = 93 + 9
U913 (194112 + 279‘21192) =2 Z W (4n + 1)q%(4n+1)
n=0

Diese Gleichung erweitern wir nun mit 9,/2:
> 1 Uo30
P4 Wldn +1)qi (D) = 222 (0% 4 2049%)

n=0
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7 Vierzehn Quadrate

Also folgt mit (1.12):

<Z W (4n + 1)q‘1*(4”+1)> (1 +2 Z(—l)kqi(%V)
k=1

n=0
10293 (952 +2030%) 94
oo oo
2
= (1 +8) C5(n)q"> <q1/4 > (2K + 1)(—1)Fdk +k>
n=1 k=0
194112-&-219%192 %192193194

Hier fithren wir nun einen Koeffizientenvergleich vor q%(ﬂ‘”"’l) = ¢"/4¢"™ durch:

WAn+1)+ > 2(-1)"W(4n+1— (2k)%)
k>1
dn+1—(2k)?>1

=8 Y @k+1)(-1F¢G(n— (K + k) (7.17)
nf(lfiok)zo

wobei zur Verkiirzung der Formel (5(0) := 1/8 gesetzt wurde. Die Summation lauft also
jeweils solange, wie das Argument = in W (x) bzw. (5(x) positiv bleibt.

Zum Verstandnis dieser Formel liste ich hier die ersten Summanden auf, wobei diese
Summation ausreicht fiir alle 4n + 1 < 64, d.h. fiir n < 16:

W(dn +1) — 2W(4n+1—4) +2W(4n + 1 — 16) — 2W (4n + 1 — 36)
=8{¢s(n) — 3¢ (n —2) +5¢5(n — 6) — 7¢5(n — 12)} (7.18)

Fiir die Berechnung von W (4n + 1) bendtigen wir nun noch einige Werte von (5(n):

1 2 3 4
1 31 244 -1055

n_|

G(n)

ol O

Diese konnen wir nun in die Formel (7.18) einsetzen, welche dann fiir n < 4 die Werte
W(4n + 1) liefert:

n=0 W(1) = 8(5(0) = 1 W) =1
n=1 W(5) — 2W(1) = 8¢5(1) = 8 W (5) = 10
n=2 W(9) — 2W(5) = 8{¢5(2) — 3¢5(0)} = —251  W(9) = —231
n=3 W(13) — 2W(9) = 8{¢5(3) — 3¢5(1)} = 1928 W (13) = 1466
n=4 W(17)—2W(13) +2W(1) = 8{¢5(4) — 3¢5(2)} = —7696 W (17) = —4766
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7.3 Rekursive Berechnungsformel fiir W (4n + 3)

7.3 Rekursive Berechnungsformel fiir 1 (4n + 3)

Zur Erinnerung nochmals die Definition fiir (n) aus Gleichung (6.11)

o o0
950395 = 16> Q(n)g" =16 Y Q(2n + 1)g*" !
n=0 n=0

weil 2(2n) verschwindet.
Hier nun ¢ — ¢'/2, dividiere durch 4:

1
7 (20205) (95 + 95)* (5 — 03)° = 9505(95 — 03)*

= 920295 = 4 Z Q(2n + 1)gz 3+
Gleichung (7.12b) zur Erinnerung:

930305 = — 5" W (4n + 3)g14n+d
n=0

Also ist mit Formel (1.12):

(1 +2 Z qi(%k) ) (i W (4n + 3)q<11(4”+3)>

n=0
94 —93030°
0o , 0o )
— _8q1/4 ( (2k + 1)(_1)qu +k> (Z Q(2n + 1)q2(2n+1)>
k=0 n=0
5020304 $03930%

Nun der Koeffizientenvergleich vor q%(4”+3) =g/ 4(1%(2"4'1):

WAn+3)+ > 2(-1)"W(4n+3— (2k)?)
k>1
An+3—(2k)2>1

= -8 > (2k +1)(-1)*Q2n 41— 2(k* + k)
k>0
2n+1-2(k2+k)>1

Die folgende Summation reicht fiir alle 4n + 3 < 63 aus:

W(4n + 3) — 2W (4n + 3 — 4) + 2W (4n + 3 — 16) — 2W (4n + 3 — 36)
= —8{Q2n+1) —3Q(2n+1—2) +5Q(2n + 1 — 6)
—7Q(2n 41— 12) + 9Q(2n + 1 — 20) — 11Q(2n + 1 — 30)}

(7.19)

(7.20)
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7 Vierzehn Quadrate

Fiir die Berechnung von W (4n + 3) bendtigen wir nun noch einige Werte von 2(n)
(siche Kapitel 6.3):

n |1 3 5 7 9
Qn) [1 -12 54 838 —99

Diese kénnen wir nun in die Formel (7.20) einsetzen und erhalten W (4n+3) fir n < 4:

W(3) = —8Q(1) = —8 W(3) = -8
W(7) — 2W(3) = —8{Q(3) — 3Q(1)} = W(7) = 80
W(11) — 2W(7) = —8{Q(5) — 3Q(3)} = —720 W(l1) = —248
W(15) — 2W(11) = —8{Q(7) — 3Q(5) + 52(1)} = 1960  W(15) = —80
W(19) — 2W(15) + 2W (3) = —8 {Q(9) — 3Q(7) + 5Q(3)} = —3480 W (19) = 1944

7.4 Wertetabellen

Wir haben in den vergangenen beiden Kapiteln W (4n + 1) und W (4n + 3) berechnet.
Nun konnen mit Hilfe der Verdopplungsformeln in Tabelle (7.16) die W (n) fiir gerades
n berechnet werden (siehe Tabelle 7.1).

Mit Hilfe der Teilerfunktionen Eg und Ejf folgen also die Anzahlen fiir 14 Quadrate:
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n  Darst. [at]  [a?V?] | Beitrag W (n)

1 10000012 1 0 1 1

2 110000¢0 2 1 4 4

3 111000169 3 3 -8 -8

4 111100249 4 6 —64 —48
20000012 16 0 16

5 11111099 ) 10 —112 10
210000129 17 4 122

6 111111gy 6 15 —64 224
211000480 18 9 288

7  2111009g0 19 15 80 80

8 211110969 20 22 -512 —448
220000¢0 32 16 64

9 211111384 21 30 —480 231
221000480 33 24 168
30000012 81 0 81

10 2211001440 | 34 33 —672 40
310000129 82 9 712

11 2211104999 35 43 —2656 —248
311000450 83 19 2408

12 222000160 48 48 —128 1408
221111949 36 54 -2304
311100960 84 30 3840

13 222100960 49 60 —1840 1466
311110960 85 42 2768
32000012 97 36 538

14 2221101999 50 73 —6016 —2240
311111384 86 59 640
321000960 98 49 3136

15 2221111980 | 51 87 | 5696 —-80
3211002880 99 63 5616

16 222200940 64 96 -1024 1280
3211103849 | 100 78 2048
40000012 256 0 256

17 222210940 65 112 —5552 4766
322000480 | 113 88 296
3211114999 | 101 94 —1888
410000199 | 257 16 2378

18 222211949 66 129 —7104 -924
3221009850 | 114 105 —2880
330000¢0 162 81 324
411000489 | 258 33 8736

7.4 Wertetabellen
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7 Vierzehn Quadrate
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Tabelle 7.1: Wertetabelle 14 Quadrate

n F Ej w Ay
1 1 1 1 28
2 1 64 4 364
3 —728 728 -8 2912
4 1 4096 —48 16044
5 15626 15626 10 64792
6 —728 46592 224 200928
7 —117648 117648 80 503360
8 1 262144 448 1089452
9 530713 530713 231 2186940
10 15626 1000064 40 4196920
11 | —1771560 1771560  —248 7544992
12 —728 2981888 1408 | 12547808
13 4826810 4826810 1466 19975256
14 —117648 7529472 —2240 31553344
15 | —11375728 11375728 —80 | 48484800
16 1 16777216 1280 | 70439852
17 | 24137570 24137570 —4766 99602104
18 530713 33965632  —924 | 142487436
19 | —47045880 47045880 1944 | 200569824
20 15626 64004096  —480 | 268594872




8 Sechzehn Quadrate

Wir setzen die Reihen (3.13c¢) und (3.15¢) in (2.25) ein:

1700 = |(f2)® (1/2) + (£ (7/2)] /(167%) + 3205940}

2 & m7qm 8 od ad
_17+32Z 1_q2m+32z 1_q2m+32793192194
m=1
1 _ m
— 17432 Z mg 1( TEO") | sa989101
m=1 -4
=17 + 32 Z : — + 3205039}

Dann benennen wir die Koeffizienten des Stérterms mit ©(n)
V30597 = 16 Z "te(n (8.1)

O(n) ist ganzzahlig, da wegen (1.10) in 93 ein Faktor 2* auftaucht.
Also ist mit Formel (3.18)

32 32

Ag(n) = ﬁ(—1)"—1{c7(n) +160(n)} = T %(—1)”—%7 +16(—1)""'O(n)

Wir werden spéter (siehe 8.1) zeigen, dass ©(2n) = —80(n) gilt. Im folgenden Un-
terkapitel 8.2 zeigen wir eine rekursive Berechnungsformel W(4n + 1) — ©(2n + 1).
Schliefllich geben wir eine explizite Darstellung fiir ©(n) in Abhéngigkeit der Darstel-
lungsmoglichkeiten von n als Summe von 4 Quadraten an.

8.1 O(n) auf ungerade Argumente reduzieren

zunéchst ¢ — —¢ in (8.1):

— 950303 = =16 ) _O(n)q" (8.2)
n=1
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8 Sechzehn Quadrate

Bilde nun (8.1) £ (8.2):

o
V30395 (95 — 01) = 930395 = =32 ©(2n)¢>" (8.3)
n=1
939395 (93 +95) =32 O(2n + 1)¢*" ! (8.4)
n=0

Nun bilde ¢ — ¢? in (8.2):
1 2 1 2 o0
- (503-0) (034 ) an’ = -16) e
n=1
also
(03 — 09)*(V304)* = 0309395 = 256 Y _ O(n)g™" (8.5)
n=1
Wenn man nun (8.5) mit (8.3) vergleicht, erhélt man
256 O(n)g™" = —32) _©(2n)¢>"
n=1 n=1

folglich durch Koeffizientenvergleich vor ¢*" die gesuchte Identitét
O(2n) = —80(n) (8.6)
Also kann man sich fiir die Berechnung von O(n) wieder auf ungerade Argumente
beschranken.
8.2 Rekursive Berechnungsformel fiir ©(2n + 1)
Bilde zunichst ¢ — ¢'/2 in (8.4)

(20203)2 (93 + 93)2(93 — 93)2((03 +03)% + (93 — v3)2) =32 ©(2n + 1)gz 2D

n=0

also

(0293)% (95 — 93)% (V5 + 03) = 30303(05 + U3) =4 O(2n + gz (8.7)
n=0

Wenn man das nun mit (7.12a) vergleicht, erhilt man

4 Z O(2n + l)q%@”“) = 20203 Z W (4n + l)q%(4n+1)
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8.3 Explizite Darstellung fiir ©(n)

) und (1.12) ein:

(1 +2 Z(— qu2>
k=1

0(2n + 1)¢2 2”+1>>

n=0

l,§2192198 (194 _‘_194)

_ < 1/42 2k + 1)(—1)* k2+k> (Z (4n +1) }14n+1))
n=0

1921923194 1929395 (95+0%)

Fiihre hier einen Koeffizientenvergleich vor q%@”*l) = qiqi(‘m“) durch:

o@n+1)+2 Y (-DFe(2n+1-2k%)
k>1
2n+1-2k2>1

= > (2k + 1)(=1)*W (4n + 1 — 4(k* + k)) (8.8)
k>0
An+1—4(k%+k)>0

Nun noch eine Liste der ersten Summanden, wobei diese Formel ausreicht fiir alle
2n+1 < T71:

O(2n+1)—20(2n+1—2)+20(2n+1 - 8)

—20(2n +1—18) +20(2n + 1 — 32) — 20(2n + 1 — 50)
=WMAdn+1)-3W(4n+1—-8)+5W(4n + 1 — 24)
—TW(4n + 1 — 48) + 9W (4n + 1 — 80) — 11W (4n + 1 — 120)

8.3 Explizite Darstellung fiir O(n)
Glaisher gibt eine explizite Formel fiir ©(n) an, die von den Darstellungen von n als

Summe von vier Quadraten abhangt:

2—(—1)"
O(n) = (6) > a® — 15a*b? + 30a2b%c? (8.9)
a?+b2+c2+d?=n
Es folgt also aus (8.2) und (8.3):

959305 =16 Y~ O(n)q

n=1

930305 = =32 O(2n)¢”
n=1

= 050304 (01 — 05) =16 O(2n+ 1)¢> ™ +48) " ©(2n)¢*" (8.10)
n=0 n=1
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8 Sechzehn Quadrate
Gleichung (5.27) lautet:

930395 (9] — 93) =8 a® — 15a*b? + 30a%b* | "

n=0

2

a?+b2+c2+d?=n

Aus dem Vergleich mit (8.10) folgt:

160(n) =8 > {a® 150" + 30a°b*c?} (n =2k +1)
a24+b24-c24+d2=n
480(n) = 8 > {a® - 150" + 30a°b*c?} (n = 2k)
a2+b2+4c24+d?=n
2— (_1)71 6 442 212 2
=0(n)=——" Z {a® — 15a"b* + 30a°b"c"} (Vn)

a?+b24c2+d%=n

8.4 Wertetabellen

Mit Hilfe der Werte von ©(n) auf Seite 57 kénnen mit {7 die Anzahlen fiir 16 Quadrate
berechnet werden:

72

n Cr ) A
1 1 1 32
2 -127 -8 480
3 2188 12 4480
4 -16511 64 29152
5 78126 —210 140736
6 277876 —96 525952
7 823544 1016 1580800
8 -2113663 -512 3994080
9 4785157  —2043 8945824
10 -9922002 1680 18626112 (8.11)
11 19487172 1092 36714624
12 -36126068 768 67978880
13 62748518 1382 118156480
14 —104590088 -8128 197120256
15 170939688  —2520 321692928
16 —270549119 4096 509145568
17 410338674 14706 772845120
18 —-607714939 16344 | 1143441760
19 893871740 39940 | 1681379200
20 | —1289938386 —13440 | 2428524096




O Achtzehn Quadrate

Die Reihen (3.10d) und (3.7d) in die Linearkombination (2.26) einsetzen:

o (3) o )

2m_182m1 1
j— m
1385+4Z T (-1 +1024Zl+q2m

= 138593% + 219303194 — 305203009394

also ist
o 2m . 1 8 2m 1 1
918 1+1385{ Z_: 2m —(-1)
— 20205085 + 30520%,0194@14} (9.1)

Weil der Storterm 1385R1s = 305201003091 — 2039598 zwei Spitzenformen beinhaltet,
miissen wir zwei neue Funktionen definieren — G(n) und xs(n):

4939193° + 050503 = 49505" — 30505° — 205795 + 95°03

=64 xs(n)q" =b (9.2)
I30305 (95 — 95) = ¥a9it — 305910 + 2091298
=16> G(n)g" =c (9.3)
n=1

Wieder sind beide Funktionen wegen (1.10) ganzzahlig. Wir werden nun den Storterm
mit Hilfe von xg(n) und G(n) darstellen:
Bilde in Gleichung (9.3) ¢ — —¢:

— 950305 (03 + 93) =16 Y _ G(n)(—1)"q" (9.4)

n=1
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9 Achtzehn Quadrate

Nun (9.3) + (9.4):

9539395 (03(95 — 93) — V3(95 + 95)) =32 ) G(2n)¢™

n=1

939395 (03(91 — 93) + 95(95 + 95)) =32 ) G(2n + 1)¢*" !

n=0

Nun ¢ — q% (nach Vereinfachung und Division durch 8):

1103030 — 5950* — 703295 + 15593 = 4> G(2n)q" = d (9.5)
n=1
93030 — T9S0E2 + 119005 — 59394 = 4 G(2n + 1)gz Y (9.6)

n=0
Insgesamt haben wir jetzt mit dem Storterm sowie (9.2), (9.3) und (9.5) ein Glei-
chungssystem aufgestellt:
305205095 — 305495030 4 493295 — 2093593 = a = 1385Ry5
o0
49503" — 30505° — 205705 + 95005 = b =64 xs(n)q"

n=1

9395" — 3053930 + 205295 = ¢ =16 ) _ G(n)q"

n=1
B0t — 1195930 + 705205 — 03503 = d = -4 G(2n)q"
n=1

Ziel ist eine Losung dieses Gleichungssystems, die uns erlaubt, a durch b, ¢ und d
darzustellen, also eine Linearkombination aa+ 8b+~yc+ dd = 0. Wir benennen zunéchst
die zugehorige Matrix mit A:

3052 —3054 4 -2

4 -3 =2 1
A= 1 -3 2 0
5 —11 7T -1

Die gesuchte Linearkombination aa + b + vyc + dd = 0 ist also ein Vektor aus dem
Kern von A”. Ein solcher ist (—13,6094, —15300,6120), also ist

13a = 6094b — 15300c + 61204

18005R;5 = 6094 (4 > Xg(n)qn>

n=1

— 15300 (16§:G(n)q"> + 6120 <4§:G(2n)qn)
n=1

n=1
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9.1 Explizite Formel fiir xg(n)

Wenn man das und die Formeln (3.16) und (3.17) in (9.1) einsetzt, erhdlt man:
88 4896

Ais(n) = 1385 {Eg(n) + 256 E4( )}+%Xs(n) 3601{10G( n)+G(2n)}
4 8 8 8 8
= 5% doodb - > d¥4256 Y dP-256 Y d
din din din din
d=1(4) d=3(4) 5=1(4) 5=3(4)
88 4896
+ —=xs8(n) — .=—{10G(n) + G(2n)}

65 3601

Wir werden nun zunéchst in 9.1 eine explizite Formel fiir yg(n) angeben, dann in
9.4 bis 9.6 die Funktion G(n) auf ungerade Argumente reduzieren und fiir diese dann
rekursive Berechnungsformeln angeben.

9.1 Explizite Formel fiir xs(n)
Gleichungen (9.2) und (5.28) lauten:

1959508 + 950993 = 64> xs(n)q"

n=1

o)
49393005 + 939395 = 32> [ > a® —28a%° + 350" | ¢

n=0 \a2+b2=n

Es ist
1 1
1 > (a+ib)®= 1 > (a® 40 — 28457 — 284”1 + T0a"D")
a?+b2=n a?+b2=n
1
=3 > (a®—28a5* + 35a"b")
a?+b%2=n

Also gilt die folgende explizite Darstellung von xg(n):

Xg(n):% 3 (a8—28a6b2+35a4b4):i S (a+ib)® (9.7)

a?+b2=n a?+b%2=n

9.2 Rekursionsformel von xs(n)

Analog zum Kapitel iber y4 werden wir einige Figenschaften der Funktion xg herleiten.
Zur Erinnerung die definierende Gleichung (9.2):

49595" — 305930 — 205795 + 9,593 = 64 xs(n)q"
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9 Achtzehn Quadrate

Hiermit folgt durch ¢ — q% nach Sortieren von Potenzen in 93:

49393 — 3050910 — 2012095 4+ 91692 = 4 Z xs(2n)q (9.8)
n=1

93080 — 203912 — 393008 + 403108 = 4> xs(2n + 1)g2 Y (9.9)
n=0

Aus dem Vergleich von (9.2) mit (9.8) folgt:
4xs(2n) = 64xs(n) = xs(2n) = 16xs(n) (9.10)

Wenn man in (9.9) ¢ — —q durchfiihrt, erhélt man nach Division durch ¢ mit Hilfe
der Jacobi’schen Thetarelation:

93958 — 205912 — 3910098 + 49149}
= 93930 — 493295 + 60505 — 4930932 +9%) + ...
= D503° — 20505 — 3095705 + 49503

S

WEeil also diese Transformation die linke Seite der Gleichung unverandert gelassen hat,
folgt auf der rechten Seite xg(2n + 1) = (—1)"xs(2n + 1), also insbesondere

Xs(dn +3) =0 (9.11)

92916 — 298912 _ 391098 1 491494 = 4 Z Xs(dn + 1)g2“4ntD) (9.12)

Nun g — q% und durch 2 teilen:
V903(938 — 6895952 + 134095095 — 68922093 + 1¥15)

= 0y03(01° — 6405030%) =23 xs(4n + 1)gi14n D (9.13)
n=0

Die Formeln fiir 16 Quadrate lauten:

17918 17+32Z 1)" ¢ (n) +160(n) 1"

9395094 = 16 Z(—l)”_l@(n)q”

n=1
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9.2 Rekursionsformel von xs(n)

also mit ¢ — —q:
170° =17 = 32 {¢r(n) + 160(n)}¢"
n=1

939305 =16 Y O(n)q"

n=1

also
938 — 640930305 =1 — i’% i{@(n) + 5600 (n)}¢" =: 1 — 32 i T(n)q" (9.14)
n=1 n=1
mit
T(n) = 2= {G(n) + 5600(n)} = 330(n) + 7= {Gr(n) — O(m))

Folglich ist mit den Reihen (9.14, (9.13), (1.2) und (1.12):

(1 + 2%(_1)%1@) (i xs(4n + 1)q}1(4n+1)>
k=1

n=0
V4 19293 (90 —64950940%)
oo ) o0
= <q1/4 > (2K + 1)(—1)F¢* +k> (1 -32) T(n)q”>
k=0 n=1
%192193194 916 —64930939%
Fiihre hier mit 7'(0) := —Bi einen Koeffizientenvergleich vor qi(4”+1) = qiq" durch:

xsAn+1)+2 > (=1)Fxs(dn 41— (2k)%)
E>1
dn+1—(2k)?>1

=32 Y @k+D)(-D)"T(n— (K +k)) (9.15)
nf(lfQiok)ZO

Nun noch eine Liste der ersten Summanden, wobei diese Formel ausreicht fiir alle
dn +1 < 61:

xs(4n +1) 4+ 2xg(dn+ 1 —4) — 2yg(4n+ 1 — 16) + 2xs(4n + 1 — 36)
= 32{T(n) — 3T(n — 2) + 5T(n — 6) — 7T(n — 12)}
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9.3 Explizite Formel fiir G(n)

Indem wir Gleichung (5.27) nochmals mit S3 = qu2+f = ¥3 multiplizieren erhalten
wir G(n) durch die Darstellungen von n als Summe von sechs Quadraten:

[e.e]
n=0 | a?4b2+c2+d?
+e2+f2=n

= 8050501(0] — ¥5) =816 > G(n)q"
n=1
Also gilt die folgende explizite Darstellung fir G(n):
_1 6 1 472 2,20 1 61 ar 472 272 2
G(n) = > a5 —15a"* + 30a% —122[a] 3[a’b?] + 9[a®b?c?] (9.16)
a?+b24c2+d? n,6
+e2+f2=n
Sie ist aber leider zum Rechnen ziemlich unpraktisch, da sich grolere Zahlen n auf
sehr viele Weisen als Summe von 6 Quadraten schreiben lassen.

Hier eine Tabelle:
9.4 G(n) auf gerade Argumente reduzieren
Gleichung (9.5) lautet:

—50305* + 110505° — 79295 + 1,595 =4 G(2n)q"

n=1

SIS

Nun g — ¢q2:

—~5(20295)2(93 + 03)7 + 11(20203) (93 + 03)°
—7(20203)° (93 + U3)° + (20203)° (93 + U3)

=4 Z G(Zn)q%”
n=1

Hier kann man, nachdem man ausmultipliziert hat, den Anteil, der nur ganze Potenzen
von ¢ enthilt, d.h. der 93 nur in geraden Potenzen enthilt, sowie den restlichen Anteil

herausfiltern:

9950%5" — 703930 + 395705 — 53595 = > G(2(2n))qz @M (9.17)
n=1
595030 — 305037 + T95005 — 995193 = — >~ G(2(2n + 1)))qz 2+ (9.18)
n=0

78



9.4 G(n) auf gerade Argumente reduzieren

Ein Vorzeichenwechsel ¢ — —¢ in (9.6) und (9.18) liefert:

92046 + 398912 — 491093 = 4 Z 1)"G(2n + 1)g2 @+ (9.19)
5U30L0 — 1705937 + 2805705 — 1695103 = — ) "(—1)"G(2(2n + 1)))gz® ) (9.20)
n=0

5-(9.5) + (9.17) liefert:
—16(0593" — 30505° + 205°95) = > (20G(2n) + G(4n))q"
n=1

Der Vergleich mit Gleichung (9.3) liefert 20G(2n) + G(4n) = —16 - 16G(n), also
G(4n) + 20G(2n) 4+ 256G(n) = 0 (9.21)

(9.6) £ (9.19) sowie (9.18) =+ (9.20) liefert:

203030 — 403932 + 79005 — 59394 = 83" G(dn + 1)gz (4D (9.22)
n=0

5(—20508% + 303005 — 0310l = 83" G(4n + 3)g2 (4t (9.23)
n=0

5(202048 — 498912 + 791093 — 5YLtyl) = —2 Z G(2(4n + 1)))q2 D) (9.24)
n=0

7(203952 — 303°05 + vitod) = 23" G(2(4n + 3)))g2 1+ (9.25)
n=0

Aus dem Vergleich von (9.22) mit (9.24) sowie von (9.23) mit (9.25) folgt:
G(2m) = —20G(m) (m=4n+1) (9.26)
G(2m) = —G(m) (m =4n + 3) (9.27)
Mit diesen beiden Gleichungen, in Kombination mit (9.21), ldsst sich nun die Be-

rechnung von G(2"m) auf G(m), also auf ungerade Argumente reduzieren, wobei die
Rechnung analog zum Ende von Kapitel 7.1 verlauft. Man erhalt:

_ (=5 +4v/39)"! — (=5 —iv/39)"!

G(2"m) e 2°G(m)  (m=4n+1)  (9.28)
G(2"'m) = (=54 i‘@)T+1_+1()(_5 — /39 G(m)  (m=4n+3)  (9.29)
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und fir » < 5:

m=4n + 1 m=4n+ 3
G(2m) —20G(m) 28/5G(m)
G(4m) 144G(m) —368G (m) (9.30)
G(8m) 2240G (m) 29632/5G (m) '
G(16m) | —81664G(m) —24320G (1)
G(32m) | 1059840G(m) | —5153792/5G (1)
9.5 Rekursive Berechnungsformel fiir G(4n + 1)
Formel (9.6) lautet:
92056 — 798912 + 1191098 — 59Lt9d = 42 G(2n + 1)z @D
n=0
Hier nun ¢ — —¢q, durch ¢ teilen:
9301° + 79507 + 119,°9% + 519;4194
= 93910 + 395912 — 491008 = 42 1)"G(2n + 1)q2 @+ (9.31)
Nun (9.6) £ (9.31):
292916 — 498912 1 791098 — 5ultvl =8 Z G(4n + 1)qaUnth) (9.32)
— 1098942 + 1591098 — 5Yltod =8 Z G(4n + 3)qz4t3) (9.33)

n=0

Nun (9.32) — 2-(9.12)

13(0300% — 03108) = 13939404 = 83 {G(4n + 1) — xs(4n + 1)} g2 (4"+D
n=0

jetzt ¢ — q% und H(4n+ 1) :=G(4n+ 1) — xs(dn + 1):
> 1
52050305 = > H(4n + 1)qz ")
n=0

Gleichung (8.2) lautet:

039395 = 16 Y~ O(n)q
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9.5 Rekursive Berechnungsformel fiir G(4n + 1)

Folglich ist mit den Reihen (1.2) und (1.12):

1664( 1/42 (2k + 1)(~1)* k2+k) (Z@ )

1929394 %19%19%192
(o] o0 1
2
- (1250t (S i)
k=1 n=0
2 52039395

Fiihre hier einen Koeffizientenvergleich vor q%(4n+1) = q%q” durch:

Hn+1)+2 > (-D"H(@An+1- (2k)?)
k>1
dn+1—(2k)2>1

= Y @k+1)(=DFOMm - (K + k) (9.34)
n—(lfiok)zo

Nun noch eine Liste der ersten Summanden, wobei diese Formel ausreicht fiir alle
dn+1 < 61:

H(4n +1)+2H(4n +1—4) — 2H(4n + 1 — 16) + 2H (4n + 1 — 36)
= 1664{O(n) — 30(n — 2) + 50 (n — 6) — 70(n — 12)} (9.35)
Fiir die Berechnung von G(4n + 1) bendtigen wir noch einige Werte von O(n):

n [0 1 2 3 4
©(n) |0 1 -8 12 64

Dann liefert die Formel (9.35) fiir n < 4 folgende Werte fiir H(4n+1) := G(4n+1) —
X8 (47’L + 1):

H(1) = 16640(0) H(1)=0
H(5) +2H(1) = 16640(1) H(5) = 1664
H(9) + 2H(5) = 1664{O(2) — ( )b =—13312  H(9) = —9984
H(13) + 2H(9) = 1664{0(3) — 30(1)} = 14976 H(13) = —4992
H(17) 4+ 2H(13) — 2H(1) = 1664{©(4) — 30(2)} = 146432  H(17) = 136448

Mit den Werten von yg folgt also G = H + xs:

n 1 5 9 13 17
H(n) | 0 1664 —9984 4992 136448
xs(n) | 1 -1054 6561 478 —63358
G(n) |1 610 —3432 —5470 73090
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9 Achtzehn Quadrate
9.6 Rekursive Berechnungsformel fiir G(4n + 3)
q— q% in (9.33) liefert:
— 10(202993)* (93 + 93)° + 15(20203)° (93 + 03)* — 5(202993)" (95 + 93)

= 800,03 (— 03082 + 9505 + 01008 — 03) =83 G(4n + 3)gi U+ (9.36)
n=0

Gleichung (8.7) lautet nach Elimination von 9%:

939295 (95 + 93) = 02930942 — 9595 — 9i09s + i) =4 O(2n+1 q%(% b (9.37)
2V3V4\V2 3 3\Vals 2V3 2 Vs 2
n=0

Also ist mit den Reihen (1.2), (1.12), (9.36) und (9.37):

1990304 iﬁg(ﬁgﬁy—ﬁgﬁg—%oﬁgwé‘l)
o0
2 1 B
1—1—22 Fg* ZG(4n+3)q4(4n+5)
n=0
Vs 109293 (—93932 49505 +91095—01*)

Fiihre hier einen Koeffizientenvergleich vor qi(4n+3) = qiq%@”“) durch:

Gin+3)+2 > (-1D)FG@An+3 - (2k)?)

k>1
4An+3—(2k)%>1
=-80 Y (2k+1)(-1)"02n+1-2(k* +k)) (9.38)
k>0
n—(k%2+k)>0

Nun noch eine Liste der ersten Summanden, wobei diese Formel ausreicht fiir alle
4dn 4+ 3 < 59:

G(4n +3) +2G(4n + 3 —4) — 2G(4n + 3 — 16) + 2G(4n + 3 — 36)
— 80(0(2n+1)—30(2n + 1 —2) (9.39)
+50(2n +1— 6) — 70O(2n + 1 — 12) + 90(2n + 1 — 20)) (9.40)

Fiir die Berechnung von G(4n + 3) bendtigen wir wieder einige Werte von ©(n):

n |1 3 5 7 9
©(n) |1 12 210 1016 -2043
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9.7 Wertetabellen

Mit diesen erhalten wir in Formel (9.40) die G(4n + 3) fir n < 4:

G(3) = —800(1) = —80 G(3) = —80
G(7) + 2G(3) = —80{O(3) — 30(1)} = —720 G(7) = —1120
G(11) 4+ 2G(7) = —80{O(5) — 30(3)} = 19680 G(11) = 14800
G(15) 4+ 2G(11) = —80{O(7) — 30(5)} = —131680 G(15) = —48800
G(19) + 2G(15) — 2G(3) = —80{O(9) — 30(7) + 5O(3)} = 402480 G(19) = 15600

9.7 Wertetabellen

Wir haben in den vergangenen Kapiteln G(4n+1) und G(4n+3) berechnet. Nun kénnen
mit Hilfe der Verdopplungsformeln in Tabelle (9.30) die G(n) fiir gerades n berechnet
werden. Man erhélt in Kombination mit yg von Seite 55 die Anzahlen fiir 18 Quadrate:

n Eg(n) E{(n) xs(n) G(n) G(2n) Aig(n)
1 1 1 1 1 -20 36
2 1 256 16 -20 144 612
3 —6560 6560 0 -80 —448 6528
4 1 65536 256 144 2240 48996
5 390626 390626 -1054 610 -12200 275400
6 —6560 1679360 0 —448 29440 1207680
7 —5764800 5764800 0 -1120 —6272 4269312
8 1 16777216 4096 2240 -81664 12573540
9 43040161 43040161 6561 3423 68460 32041636
10 390626 100000256  -16864 12200 87840 73617480
11 —214358880 214358880 0 14800 82880 157553280
12 —6560 429916160 0 29440 474112 318102912
13 815730722 815730722 —478  —5470 109400 605381832
14 —5764800 1475788800 0 6272 412160 | 1090632960
15 | 2562506560 2562506560 0 48800 273280 | 1888224000
16 1 4294967296 65536 81664 1059840 | 3176573796
17 6975757442 6975757442 63358 73090 1461800 | 5177295432
18 43040161 11018281216 104976 68460 492912 | 8148505828
19 | -16983563040 16983563040 0 15600 87360 | 12507419520
20 390626 25600065536 269824 87840 1366400 | 18918517320



9 Achtzehn Quadrate

n  Darst. [a®]  [a*t?] [a%b%c?] | Beitrag G(n)

1 100000;2 1 0 0 1 1

2 11000060 2 2 0 -20 -20

3 111000160 3 6 1 -80 =80

4 111100249 4 12 4 80 144
20000012 64 0 0 64

5 111110592 5 20 10 560 610
210000129 65 20 0 50

6 11111144 6 30 20 012 —448
211000480 66 42 4 -960

7 211100960 67 66 13 -1120  -1120

8 211110960 68 92 28 3520 2240
22000060 128 128 0 —1280

9 211111384 69 120 50 5088 3423
221000480 | 129 168 16 -9240
30000012 729 0 0 729

10 2211001440 | 130 210 40 | —16800 —12200
310000129 | 730 90 0 4600

11 2211109990 | 131 254 73 4160 14800
311000459 | 731 182 9 10640

12 222000169 | 192 384 64 -0120 29440
221111960 | 132 300 116 22080
311100969 | 732 276 28 12480

13 222100969 | 193 444 112 | -10480 5470
311110960 | 733 372 58 11120
320000120 | 793 468 0 6110

14 2221101920 | 194 506 172 35840 6272
311111384 | 734 470 100 7168
3210009690 | 794 578 36 | —49280

15 2221114280 | 195 570 245 73600 48800
3211002880 | 795 690 85 | —122400
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10 Zwanzig Quadrate

Wir setzen die Reihen (3.13d) und (3.15d) in die Linearkombination (2.27) ein:
3193 = [(12) (1/2) - (1) (7/2)] /(2567r10) + 7030829 — 030305

—31—82 1_q2m+82

+ 779305295 — 950308

1 — g™
m7q™ 491294 08.04 08
=31+38 Z (1— (—q)m)m + 770305295 — 059598
—31+8 Z — 4+ 77939520} — 930303

Nun benennen wir die Koeffizienten der Restterme:

19595°01 + 930305 = 20 " xi(n)g" (10.1)
n=0
939305 = 25> " L(n)q" (10.2)

Formel (3.19) lautet:

0 m9qm B o0 - "
; T4 (g > (=1)"eo(n)q

n=1

mit &(n) = » (~1)*0d’

dn

Wir haben also folgende Anzahlformel fiir die Darstellung von n als Summe von 20
Quadraten gefunden:

Aan(m) = 31 (81"t + 20030 = (F +1) - 220

[(—1)"¢9(n) + 154x3(n) — 648L(n)] (10.3)
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10 Zwanzig Quadrate

10.1 Explizite Formel fiir x3(n)

Mit Formel (5.29) folgt eine explizite Darstellung fiir x§(n):

o0 o0
49303207 + 950305 = 26 Z xz(n)q" = 32 Z Z a® — 28a°b* + 35a*b* | ¢"
n=0 n=0 \a2+b2+4c2+d2=n

1
= xg(n) = 3 Z a® — 28a°b* 4 35a"b*
a?4b2+c2+d?=n

_i 81 672 414
_24%;3@] 28[aSb?] + 70[a’b?]

10.2 Explizite Formel fiir L(n)

Mit Formel (5.30) folgt eine explizite Darstellung fiir L(n):

o0 o)
030395 = 2% " L(n)g" =64 > a't* — 6a'b?c? + 9a*b*cd? | ¢"
n=0 n=0 \a2+b2+c2+d2=n
1
= L(n) = 1 Z a*t* — 6a*b*c? + 9a*b*c*d?
a?2+4b2+c2+d?=n

1
= [a*b?] — 3[a’b?c?] + 54[a’b? P d?)

n,4

10.3 Wertetabellen

Wir werden nun die expliziten Formeln verwenden, um die Beitrage der echt unterschied-
lichen Darstellungen von n als Summe von vier Quadraten (d.h. a > b> ¢ >d > 0) bis
n = 20 zu berechnen. x§(n) und L(n) ergeben sich dann in der darauffolgenden Tabelle
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10.3 Wertetabellen

als Summe aller Beitrage zum jeweiligen n. Wir benutzen die Notation aus Kapitel 6.3.

n | Darst [a®]  [a%0?] [a*bY] [a*b?c?]  [a?bPcPd? ‘ L X3
1 | 1000g 1 0 0 0 0 0 1
2 | 110094 2 2 1 0 0 1 20
3 | 111039 3 6 3 3 0 -8 68
4 | 111145 4 12 6 12 1 16 64
2000g 256 0 0 0 0 0 256

5 | 210048 257 68 16 0 0 32 —26
6 | 21109g 258 138 33 24 0 -156 -3120
71 2111g4 259 210 51 75 4 112 —4088
8 | 220094 512 512 256 0 0 256 5120
9 | 22109g 513 648 288 144 0 —576 14220
3000g 6561 0 0 0 0 0 6561

10 | 22119 514 786 321 336 16 708 8016
31004g 6562 738 81 0 0 162 9384

11 | 31109g 6563 1478 163 99 0 -536  —41140
12 | 222039 768 1536 768 768 0| —-2048 17408
3111gy4 6564 2220 246 300 9 448  —67328

13 | 222144 769 1740 816 1200 64 1792 28552
320048 6817 3492 1296 0 0 2592 26790

14 | 3210499 6818 4298 1393 504 0 -952  —19040
15 | 3211490 6819 5106 1491 1131 36 336 145128
16 | 222245 1024 3072 1536 3072 256 4096 16384
4000g 65536 0 0 0 0 0 65536

17 | 32209¢ 7073 7496 2848 2448 0| —-17984 42764
410048 | 65537 4112 256 0 0 512 198790

18 | 3221199 7074 8370 2961 3600 144 -504  —46944
330004 | 13122 13122 6561 0 0 6561 131220
411095 | 65538 8226 513 288 0| —-1404 8784

19 | 33109 | 13123 14598 6723 1539 0 8424 404940
4111g4 | 65539 12342 771 867 16 | 2576 —253304

20 | 33119 | 13124 16076 6886 3276 81 5728 285056
420048 | 65792 17408 4096 0 0 8192 —6656
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10 Zwanzig Quadrate

Nun berechnen wir noch &y(n) und Agp(n):

n | Teiler von n ‘ &o(n) ‘ L(n) ‘ Xs(n) ‘ Asp(n)
11 1 0 1 40
2112 -513 1 20 760
313 19684 -8 68 9120
4124 261633 16 320 77560
5|15 1953126 32 —26 497648
6 | 1,2,3,6 —10097892 -156 -3120 2508000
71,7 40353608 112 —4088 10232640
811,248 —133955073 256 5120 34729720
911,39 387440173 —576 20781 100906760
10 | 1,2,5,10 —1001953638 870 17400 259114704
11 | 1,11 2357947692 -536 —41140 606957280
12 | 1,2,3,4,6,12 —5149983972 —2496 -49920 1327461600
13 | 1,13 10604499374 4384 55342 2738111280
14 | 1,2,7,14 -20701400904 -952 -19040 5341699520
15| 1,3,5,15 38445332184 336 | —145128 9915552192
16 | 1,2,4,8,16 —68584996353 4096 81920 17701924600
17 | 1,17 118587876498 | —17472 | 241554 | 30615844560
18 | 1,2,3,6,9,18 | —198756808749 4653 93060 | 51294999960
19 | 1,19 322687697780 5848 151636 | 83279292960
20 | 1,2,4,5,10,20 | —511002214758 13920 278400 | 131880275664
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11 Ergebnisse

11.1 Formeln

Wir haben nun die Anzahlformeln auf die Formeln in Kapitel 3.5, sowie einige Restfunk-

tionen zuriickgefiihrt.

As(n) = 4Ey(n) = 4Ep(n)

As(n) = 8(~1)"1¢; (n)

Ag(n) = 16EL(n) — 4Ex(n)

As(n) = 16(~1)""1¢3(n)

Aso(n) = S {165, () + Fy(r) +8xs(m))

Apa(n) = 8{(~1)"1¢5(n) + 20(n)}

A1s(n) = (;il {64E§(n) — Eg(n) + 364W (n)}

Asg(n) = %— " HGr(n) + 160(n)}

Aws(n) = < 385 { Es(n) + 256 E4(n)} + %Xg(n) ;‘23‘;
8

Ao(n) = 7 [(=1 )" &9(n) + 154x5(n) — 648L(n)]

{10G(n) + G(2n)}

(11.1i)

(11.1j)

Ausgeschrieben lauten die (asymptotisch dominierenden) Hauptfunktionen (0 := n/d):

Et(n) — Z ( d/2 1/2dt Z dt —
dln dln
d=1(2) d=1(4)
E{(n) _ Z ( (5/2 1/2dt Z dt —
dn dln
6=1(2) 6=1(4)
gt(n) _ Z(_l)dJrJdt
din
Gln) =) _(-)*d!
dn

Z dt (11.2a)
d= 3(4)
> d (11.2b)
dln
6=3(4)
(11.2¢)
(11.2d)
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11 Ergebnisse

Die expliziten Formeln der Restfunktionen lauten:
1

X4(”):Z Z (a+z’b)4:% Z (a4—3a2b2)

a?2+b2=n a?+b%2=n

42 2b2

1 1
Qn) = 2 Y. (atibtietizd)=c Y (a'—3a%7)

a?+b%+c? a24b2 42
+d%2=n +d?=n

-3 X [o') -2 (e

n,4

1
W(n) = 5 Z (a4 - 3a262)
a2+b2+c2+d2
+e?+f2=n

Z 5[a"] — 6[a”b’]

O(n) = u Z (a6 — 15a*b? + 30@26202)

O | =

6 a’+b24c?
+d?=n
2— (-1
= ; [a®] = 5 [a'b?] + 30 [a®b%¢?]
xs(n) = ! Z (a+ib)® = 1 Z (a® — 28a5b* 4 35a"b?)
4 a2+b2=n 2 a?+b2=n

= i > [a®] — 28 [a%?] + 70 [a"b"]

n,2
1
Gn)=- > (a®—15a"b* + 30a%°c?)
2 a?+b%+c2+d?
+e?+f2=n
1
= — [a%] - 3[a’p?] + 9[a®b*c?]
12 £
1
Xs(n) =5 > (a® —28a%” + 35a"b")
a?+b%+-c?
+d%=n
_ 1 8 612 474
= M;S[a ] — 28[a®b?] 4 70[a’b]
1
L(n) = 1 Z (a,4b4 — 6a*b?? + 9a2b262d2)
a?+b%4c?
+d%=n

242 4b4 4b2 2] +54[ 2b2 2d2]
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(11.3Db)

(11.3c)

(11.3d)

(11.3e)

(11.3f)

(11.3g)
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(11.31)

(11.3j)

(11.3k)

(11.31)

(11.3m)

(11.3n)

(11.30)

(11.3p)



11.2 Tabellen

11.2 Tabellen

Wir haben auBlerdem alle Funktionen, die in den Gleichungen (11.1) vorkommen, bis
n = 20 berechnet. Es wiirde den Rahmen sprengen, hier alle Tabellen aufzulisten, daher
nur die Tabelle der Anzahlen.

n| A Ay Ag Ag Ao Aqg
1 4 8 12 16 20 24
2 4 24 60 112 180 264
3 0 32 160 448 960 1760
4 4 24 252 1136 3380 7944
5 8 48 312 2016 8424 25872
6 0 96 544 3136 16320 64416
7 0 64 960 5504 28800 133056
8 4 24 1020 9328 52020 253704
9 4 104 876 12112 88660 472760
10 8 144 1560 14112 129064 825264
11 0 96 2400 21312 175680 1297056
12 0 96 2080 31808 262080 1938336
13 8 112 2040 35168 386920 2963664
14 0 192 3264 38528 489600 4437312
15 0 192 4160 56448 600960 6091584
16 4 24 4092 74864 840500 8118024
17 8 144 3480 78624 1137960 11368368
18 4 312 4380 84784 1330420 15653352
19 0 160 7200 109760 1563840 19822176
20 8 144 6552 143136 2050344 24832944
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11 Ergebnisse

92

n Ay A Arg Aag
1 28 32 36 40
2 364 480 612 760
3 2912 4480 6528 9120
4 16044 29152 48996 77560
5 64792 140736 275400 497648
6 200928 525952 1207680 2508000
7 503360 1580800 4269312 10232640
8 1089452 3994080 12573540 34729720
9 2186940 8945824 32041636 100906760
10 4196920 18626112 73617480 259114704
11 7544992 36714624 157553280 606957280
12 12547808 67978880 318102912 1327461600
13 19975256 118156480 605381832 2738111280
14 31553344 197120256 1090632960 5341699520
15 48484800 321692928 1888224000 9915552192
16 70439852 509145568 3176573796 17701924600
17 | 99602104 772845120 5177295432 30615844560
18 | 142487436 1143441760 8148505828 51294999960
19 | 200569824 1681379200 12507419520 83279292960
20 | 268594872 2428524096 18918517320 131880275664
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Auf dem Titelbild sieht man die Mdglichkeiten, die Zahl 25 als Summe zweier Quadrate dar-
zustellen — es lasst sich also A2(25) = 12 abzdhlen.

Im folgenden Bild ist Z* abgebildet, indem in jedem Punkt von Z? eine Kopie von Z? eingefiigt
ist. Die Gesamtheit der grauen Kreise bildet eine vierdimensionale Kugel mit Radius drei — man
kann also A4(9) = 8496 = 104 abzdhlen (8 Punkte mit 9+0+0+0, 96 Punkte mit 4+4+1+0):
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